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ВСТУП 
 

Торцеве стиснення циліндричних зразків є одним із основних ме-
тодів лабораторних досліджень для визначення фізико-механічних 
властивостей матеріалів, а також основою великої кількості техноло-
гічних операцій, зокрема, осадження. Як відомо, при стисненні цилін-
дричних зразків із малопластичних матеріалів на бічній поверхні 
утворюються тріщини. Ступінь стиснення, при якому з’являються 
тріщини, залежить від інтенсивності бочкоутворення, яке в свою чер-
гу залежить від умов тертя на торцях зразка. 

На сьогоднішній день утворився значний розрив між сучасними 
можливостями інформаційних технологій та існуючими методиками 
визначення напружено-деформованого стану (НДС) та граничних де-
формацій матеріалу під час нестаціонарних процесів на бічній повер-
хні циліндричного зразка при торцевому стисненні. 

Така ситуація приводить до невиправданих інтелектуальних і ча-
сових затрат дослідників та інженерів під час розв’язання багатьох 
наукових та технологічних задач, а також до похибок, які викликані 
суб’єктивізмом спеціаліста під час побудови відповідних математич-
них моделей. 

На сьогоднішній день відсутня сучасна методика дослідження 
НДС та граничних деформацій бічної поверхні при торцевому стис-
ненні циліндричних зразків за умов бочкоутворення, яка дозволяє до-
слідити закономірності та особливості процесу деформування.  

Розробка методики побудови моделей граничного стану бічної по-
верхні циліндричних зразків із використанням удосконаленої методи-
ки дослідження НДС та застосуванням як скалярних, так і тензорних 
моделей накопичення пошкоджень, яка дасть можливість аналітично 
описати криву граничних деформацій під час нестаціонарного дефор-
мування, є досить актуальною науковою задачею в галузі деформівно-
го твердого тіла. 

Автори висловлюють щиру подяку д.т.н., професору, академіку 
Національної академії наук України Анатолію Олексійовичу Лебедєву 
за постійну увагу до даної роботи та її підтримку, плідне обговорення 
отриманих результатів, корисні зауваження, поради, настанови щодо 
поліпшення змісту і структури роботи. 
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РОЗДІЛ 1 
АНАЛІЗ ПЛАСТИЧНОГО ДЕФОРМУВАННЯ ЗРАЗКІВ  

ПРИ ТОРЦЕВОМУ СТИСНЕННІ 
 

1.1 Визначення напружено-деформованого стану зразків  
у процесах деформування 

Т 
Торцеве стиснення циліндричних зразків є одним із важливих спо-

собів лабораторних досліджень для визначення фізико-механічних 
властивостей матеріалів. Особливого значення згаданий метод набу-
ває в зв’язку із тим, що закономірності пластичної формозміни мо-
жуть бути покладені в основу вдосконалення технологічного процесу 
осадження, а також деяких інших процесів з наявністю вільної повер-
хні. Дослідженням на стиснення визначають *ε  – ступінь деформації, 
яка відповідає виникненню на вільній поверхні зразка першої тріщи-
ни, а також *q  – питоме зусилля під час стиснення в залежності від 
ступеня деформації. Під час дослідження на стиснення контактне тер-
тя, яке залежить від температури, стану контактуючих поверхонь, хі-
мічного складу матеріалу та інших факторів, суттєво впливає на 
отримані результати [89, 123, 124, 145, 159, 162, 171, 172, 198, 199, 
203, 204]. 

Як відомо [88, 89, 123, 124, 145, 159, 162, 171, 172, 198, 199, 204, 
226], під час стиснення циліндричних зразків із малопластичних мате-
ріалів на бічній поверхні утворюються тріщини. Причому ступінь сти-
снення, при якому з'являються тріщини, залежить від інтенсивності бо-
чкоутворення бічної поверхні. У свою чергу інтенсивність бочкоутво-
рення визначається умовами тертя на торцях зразка [123, 145, 162, 198]. 

На сьогоднішній день утворився значний розрив між сучасними 
можливостями інформаційних технологій та існуючими методиками 
визначення напружено-деформованого стану (НДС) та граничних пла-
стичних деформацій матеріалу під час нестаціонарних процесів на бі-
чній поверхні циліндричного зразка при торцевому стисненні. Подіб-
на ситуація призводить як до невиправданих інтелектуальних і часо-
вих витрат дослідників та інженерів під час вирішення багатьох нау-
кових та технологічних задач, так і до появи похибки невизначеної 
величини, яка породжується суб'єктивізмом конкретного фахівця під 
час побудови відповідних математичних моделей. 
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На практиці широке застосування знайшли феноменологічні теорії 
визначення граничних пластичних деформацій до руйнування [25, 56, 
58, 60, 62, 63, 79, 90, 123, 124, 145, 158, 159, 162, 173, 163, 189, 198, 
199, 204, 214]. 

Під пластичністю розуміють властивість твердих тіл незворотно 
деформуватися без руйнування під дією механічних навантажень або 
внутрішніх напружень [88, 89, 123, 124, 126, 145, 171, 172, 198, 199, 
203, 204, 226]. 

В якості міри пластичності широко використовують накопичену 
пластичну деформацію – параметр О. А. Ільюшина [79, 198, 199]: 

 ( )
0

( ) ,
t

u ut dε ε τ τ= ∫   (1.1) 

де t, τ – час; uε  – інтенсивність швидкостей деформацій; 

 ( ) ( ) ( )2 22
1 2 2 3 3 1

2 3
3uε ε ε ε ε ε ε⋅

= ⋅ − + − + −       ; (1.2) 

 1 2 3
1 2 3; ; .d d d

dt dt dt
ε ε εε ε ε= = =    (1.3) 

Пластичність матеріалів залежить від значної кількості факторів: 
схеми напружено-деформованого стану, швидкості деформації та те-
мператури деформування. Під час холодного стаціонарного деформу-
вання пластичність значною мірою визначається характером зміни 
напружено-деформованого стану [21, 25, 46, 55, 56, 58, 60, 61, 62, 63, 
75, 79, 86, 88, 89, 90, 91, 97, 107, 110, 119, 121, 122, 123, 124, 125, 126, 
145, 149, 153, 154, 155, 158, 159, 161, 162, 163, 165, 166, 171, 172, 173, 
176, 184, 185, 189, 192, 198, 199, 200, 201, 203, 204, 214, 216, 226, 234, 
245]. Під стаціонарним холодним деформуванням розумітимемо про-
цес, при якому напрямний тензор приростів деформацій ( )ij uβ ε , пока-

зник напруженого стану ( )uη ε  та параметр Лоде ( )uσµ ε  залишаються 
незмінними [145]. 

Аналогічно кривим тривалої міцності [78, 107, 110, 119, 145, 153, 
154, 184, 185], залежність граничних деформацій від напружено-
деформованого стану характеризують кривими або поверхнями гра-
ничних деформацій. Побудова кривих та поверхонь граничних дефо-
рмацій, які часто називають діаграмами пластичності, досліджується в 
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численній літературі [58, 60, 62, 63, 90, 123, 124, 145, 159, 161, 162, 
173, 192, 204]. Кривою граничних деформацій називається залежність 
накопиченої деформації uε  від показника напруженого стану η  [107, 
123, 124, 145, 159, 162, 198, 199]. 

Велика кількість методів визначення та характеристик пластично-
сті, в залежності від виду напруженого стану, породжувала появу зна-
чної кількості показників напруженого стану [55, 75, 107, 155, 198, 
216]. Починаючи з другої половини XX століття найширшого викори-
стання отримав показник напруженого стану η  [123, 145, 159, 162, 
171, 173, 198, 199], але строге теоретичне обґрунтування для його ви-
користання представлено порівняно недавно в роботі А. О. Лебедєва 
та В. М. Михалевича [107]. У цій роботі продемонстровано беззапере-
чні переваги використання показника η  для характеристики плоского 
напруженого стану. Показано, що для плоского напруженого стану 
показник η , на відміну від інших класичних безрозмірних інваріантів, 
однозначно характеризує можливі напружені стани матеріалу. 

Показник напруженого стану η  визначається за допомогою виразу 
[97, 107, 123, 124, 145, 162, 198] 

 ( )
( )

1 1 2 3

23 è

I T
I D

σ

σ

σ σ ση
σ

+ +
= =

⋅
, (1.4) 

де 1 2 3, ,σ σ σ  – головні напруження; èσ  – інтенсивність напружень: 

 ( ) ( ) ( )2 22
1 2 2 3 3 1

1
2èσ σ σ σ σ σ σ= ⋅ − + − + − . (1.5) 

Параметр Надаі–Лоде σµ , який також використовується для хара-
ктеристики напруженого стану, визначається за допомогою співвід-
ношення [107, 123, 145, 198] 

 2 3

1 3

2 1.
−

= ⋅ −
−σ

σ σ
µ

σ σ
 (1.6) 

Вираз (1.6) можна представити через кут виду напруженого стану 
ψ  залежністю [107] 

 23
3

ctgσ
πµ ψ = ⋅ + 

 
. (1.7) 
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Ю. Н. Работнов [185] використовує для характеристики напруже-
ного стану безрозмірний показник ξ , який визначається за допомогою 
формули: 

 ( )
( )
3

3
2

6
cos(3 )

I D
I D

σ

σ

ξ ψ
⋅

= = ⋅ . (1.8) 

О. А. Ільюшин [79] в якості параметра характеристики напруже-
ного стану використовує вираз: 

 
54

D ξ
= . (1.9) 

В [107] на основі аналізу різних варіантів плоского напруженого 
стану  

 ( )1 3 2 30; 0; 0 ;σ σ σ σ= ≤ ≤ <  (1.10) 

 ( )1 2 3 1 30; 0; 0; 0 ;σ σ σ σ σ≥ = ≤ + >  (1.11) 

 ( )1 2 3 10; 0 0 .σ σ σ σ≥ ≥ = >  (1.12) 

доведено, що існує взаємно однозначна залежність між значеннями 
показника η  та можливими напруженими станами.  

Що ж стосується параметра Надаі–Лоде (1.6), то для кожного із 
трьох розглянутих варіантів параметр σµ  приймає всі значення від –1 
до +1. Аналогічна ситуація й з іншими класичними показниками: ку-
том виду напруженого стану, а також показниками, які використову-
вали Ю. М. Работнов (1.8) та О. А. Ільюшин (1.9). 

Це означає, що показник напруженого стану η  однозначно визна-
чає плоский напружений стан, а інші розглянуті показники – неодно-
значно. 

Характерний приклад наведено на рис. 1.1. Як видно, фізично різ-
ним схемам напруженого стану відповідає одне й те саме значення 
параметра Надаі–Лоде, а також кута виду напруженого стану та пока-
зників, що використовували Ю. М. Работнов та О. А. Ільюшин. Графі-
чну ілюстрацію до теоретичних висновків наведено на рис. 1.2. 

Ще одним характерним прикладом є те, що значенню 0σµ =  від-

повідають три різні значення показника η : 1 3,= −η ; 

( )2 3 10,5 0; 0 ;= ⋅ < =σ σ σ  2 0,η = ( )1 3 20; 0σ σ σ= − > = ; 3 3,= +η  

( )2 1 30,5 0; 0 .= ⋅ > =σ σ σ  
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Рисунок 1.1 – Схеми плоского напруженого стану 

 

 
Рисунок 1.2 – Залежності між показниками під час плоского напруженого стану 

 

Про недоліки параметра Надаі–Лоде йдеться також і в роботі 
[176], де також відмічається, що запропонований показник неоднозна-
чно визначає вид напруженого стану, що демонструється з викорис-
танням кола Мора. Параметр Надаі–Лоде характеризує відносне роз-
ташування компоненти 2σ  на числовій осі між 1σ  та 3σ , і може прий-
мати значення в межах від –1 до +1. При цьому, для великого спектра 
видів напруженого стану із різним співвідношенням між компонента-
ми головних напружень, параметр Надаі–Лоде σµ  буде набувати од-
накового значення, якщо згадані напружені стани будуть відобража-
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тися однаковими колами Мора. Так, для тривісного та двовісного роз-
тягу, двовісного та тривісного стиснення параметр Надаі–Лоде прий-
має відповідно однакове значення [176]. Але в роботі [176], на відміну 
від [107], не пропонується краща альтернатива. 

Для демонстрації переваг використання показника η  в [107] розг-
лянуто подання критеріїв граничного стану в класичній та новій фор-
мах (рис. 1.3, 1.4). 

 

 
Рисунок 1.3 – Представлення розрахункових та експериментальних даних  

міцності сірого чавуну в традиційному просторі головних напружень:  
1 – рівняння Писаренка–Лебедєва; 2 – рівняння Баландіна; 3 – рівняння Мізеса; 

вертикальна та горизонтальна лінії – перша теорія міцності 
 

Очевидно, що можна провести певну аналогію між кривими, що 
представлені на рис. 1.4 та кривими граничних деформацій [110, 119, 
123, 145, 171, 172, 185]. Криві, що представлені на рис. 1.4, можна ін-
терпретувати як залежність граничних значень інтенсивності напру-
жень від показника напруженого стану. Очевидно, що із 
«пом’якшенням напруженого стану», що відповідає зменшенню пока-
зника η , гранична величина інтенсивності напружень зростає або не 
зменшується. 
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Рисунок 1.4 – Представлення розрахункових та експериментальних даних  

міцності сірого чавуну в вигляді залежності інтенсивності напружень від показ-
ника «жорсткості» напруженого стану: 1 – умова Писаренка–Лебедєва; 

2 – умова Баландіна; 3 – умова Мізеса 
 

При оцінюванні напруженого стану під час об’ємного напружено-
го стану одного показника η  недостатньо. Вважалось б природним 
введення в цьому випадку параметра Надаі–Лоде σµ  чи кута виду на-
пруженого стану ψ , але ці параметри не залишаються незмінними в 
умовах плоского напруженого стану. В роботах [158, 159, 162, 192] 
для аналізу об’ємного напруженого стану використовують показник η  
(1.4) та параметр 2η  у вигляді співвідношення: 

 
( )3 3

3 1 2 3
2

è è

I Tσ σ σ σ
η

σ σ
⋅ ⋅

= = . (1.13) 

В [107] для опису об’ємного напруженого стану пропонується ви-
користовувати показник η  (1.4) та безрозмірний показник ν , що відо-
бражує зміну третього інваріанта напрямного тензора напружень та 
рівний нулю при плоскому напруженому стані 

 ( ) ( )2cos 3 0,5 3ν ψ η η= ⋅ − ⋅ ⋅ − , (1.14) 

але наголошується, що цей випадок вимагає більш глибокого дослі-
дження. 

Досить ґрунтовні дослідження процесів стиснення наведено в ро-
ботах В. А. Крохи. В роботі [97] наведено результати дослідження 



13 

зміцнення матеріалу під час пластичного деформування у вигляді 
кривих зміцнення для широкого кола матеріалів, отриманих в резуль-
таті експериментального дослідження. Крива зміцнення – це залеж-
ність напруження течії Tσ  від міри деформації, яка характеризує зміну 
значення Tσ  в процесі холодного пластичного деформування. 

Криві зміцнення, які наведено в [97], побудовані на основі значних 
обсягів експериментальних досліджень, в першу чергу процесу стис-
нення, а також розтягу та кручення. В [97] представлені результати 
дослідження таких процесів: неперервне стиснення зразків із торце-
вими циліндричними виточками, які заповнені змащувальним матері-
алом; двоступеневе стиснення зразків із торцевими циліндричними 
виточками, які заповнені змащувальним матеріалом; неперервне стис-
нення зразків із торцевими циліндричними виточками, які заповнені 
змащувальним матеріалом, в умовах гідростатичного тиску; стиснен-
ня конічними бійками зразків із торцевими конічними виточками; до-

слідження зразків на стиснення ( h
d

 – невідоме); неперервне стиснення 

високих зразків ( 1,5 2,0h
d
= − ); ступінчасте стиснення високих зраз-

ків; ізотермічне стиснення високих зразків; стиснення в умовах гідро-
статичного тиску; стиснення в умовах ультразвукових коливань; стис-
нення високих зразків у вакуумі; стиснення зразків із початковим 

співвідношенням 0

0

1h
d

= ; стиснення на пластомірі; динамічне стиснен-

ня; стиснення зразків із різними початковими співвідношеннями 0

0

h
d

; 

перетиснення матеріалу двома плоскими плитами; стиснення плитами 
при додатковому переміщенні однієї із них в площині контакту. 

В [97] установлено, що для багатьох попередньо нездеформованих 
матеріалів при нормальних та близьких до них температур, під час 
деформування із швидкістю 4 2 12 10 4 10 c− −⋅ − ⋅ , в діапазоні логарифмі-
чних деформацій 0,1 1,25−  криві зміцнення можуть бути апроксимо-
вані залежністю: 

 n
T mσ ε= ⋅ , (1.15) 
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де m  – значення напруження течії при 1,0ε = ; ε  – міра деформації; 
n  – показник деформаційного зміцнення. 

Показник деформаційного зміцнення n  характеризує здатність 
матеріалу до зміцнення під час пластичного деформування. Показник 
n  чисельно дорівнює максимальному рівномірному видовженню pε  

та визначається під час дослідження на розтяг за допомогою співвід-
ношення: 

 02 lnp
B

dn
d

ε
 

= = ⋅  
 

, (1.16) 

де 0 , Bd d  – діаметр зразка до дослідження та в момент максимального 
навантаження відповідно. 

Досить важливим фактором при дослідженні зразків під час плас-
тичного деформування є стійкість зразків. Критерієм стійкості проце-
су торцевого стиснення є граничне відношення 0*a  повздовжніх роз-
мірів зразка до поперечних, який характеризує їхню формозміну без 
прогину. Для визначення значення 0*a  використовують параметри 
кривих зміцнення. 

Під час стиснення незміцнених холодною пластичною деформаці-
єю циліндричних зразків із гладкими торцями та із торцевими виточ-
ками, які заповненні твердим змащувальним матеріалом, граничне по-
чаткове значення відношення висоти зразка до діаметра визначається 
як [97] 

 0
0*

0

2,24h òa
d ν

= = ⋅ , (1.17) 

де ν  – коефіцієнт приведення висоти, який залежить від методу закрі-
плення кінців зразка (у випадку стиснення зразків із гладенькими тор-
цями 0,5ν = ; при стисненні зразків із торцевими виточками, які запо-
внені твердим змащувальним матеріалом, 0,74 0,785= −ν ). 

Результати розрахунку параметра 0*a  для деяких відпалених мета-
лів та сплавів наведено в табл. 1.1 [97]. 
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Таблиця 1.1 – Значення граничного відношення висоти зразка до його діамет-
ру 

Матеріал ν  n  0
0*

0

ha
d

=  

Техн. залізо 0,5 0,276 2,36 

Мідь 0,5 0,47 3,06 

Алюміній 0,5 0,151 1,73 

Цинк 0,5 0,218 2,08 

Срібло 0,5 0,4354 2,95 

Сталь 40Х 0,5 0,153 1,76 

Сталь 40ХНМА 0,5 0,134 1,64 

Латунь Л63 0,5 0,406 2,85 

Сплав АМг2М 0,5 0,194 1,975 
 

На жаль, в роботах В. А. Крохи з дослідження торцевого стиснен-
ня, відсутній аналіз НДС та граничних деформацій бічної поверхні. 

Методику визначення НДС бічної поверхні циліндричного зразка 
під час торцевого стиснення висвітлено в [198]. Але наведена методи-
ка розрахована на використання тільки одного конкретного математи-
чного виразу в якості апроксимації залежностей між компонентами 
деформацій, тобто відсутні як база апроксимацій, так і методика їх-
ньої побудови. Що не забезпечує можливості вибору апроксимацій з 
метою найкращого описання конкретних експериментальних даних, а 
також ускладнює оцінку достовірності результатів дослідження. 

Крім того, робота [198] обмежується визначенням НДС і не торка-
ється питань моделювання граничних деформацій із застосуванням 
моделей накопичення розсіяних пошкоджень. Ці питання досліджу-
ються в [99, 123, 159, 162, 173]. Але в згаданих роботах визначення 
траєкторії деформацій виконується чисельним методом, позбавленим 
переваг використання аналітичної залежності між компонентами де-
формацій. Одним із наслідків цього було те, що до недавнього часу 
криву граничних деформацій під час нестаціонарного деформування 
будували наближено шляхом апроксимації по декількох точках, отри-
маних для окремих траєкторій деформацій. В [173], до того ж, оцінку 
граничних деформацій за моделлю розсіяних пошкоджень проводили 
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наближено із використанням усереднених значень показника напру-
женого стану. 

Робота [149] – єдина в якій задача визначення граничних дефор-
мацій розв’язана на основі побудови аналітичної залежності між ком-
понентами деформацій. Але отримані результати мають фрагментар-
ний характер, яким властиві основні із зазначених вище недоліків. 

Відсутність сучасних інформаційних технологій розв’язання зада-
чі визначення НДС та граничних деформацій бічної поверхні цилінд-
ричного зразка призводить до того, що і до сьогоднішнього часу зу-
стрічаються роботи, зокрема, [64, 99, 100, 101], в яких вказані задачі 
вирішуються із використанням застарілої малоефективної методики, 
яка недостатньо сприяє поширенню та систематизації відповідних до-
сліджень. 

 
1.2 Моделювання розсіяних пошкоджень під час деформування 

 
В сучасній промисловості основною задачею є виготовлення та 

експлуатація деталей і механізмів із забезпеченням найкращої якості, 
які мають необхідні для їхньої роботи запаси пластичності та міцнос-
ті. Під час лабораторних досліджень зразків та виготовлення деталей 
деформуванням на пластичність впливає велика кількість факторів. До 
таких факторів належать фізико-механічні властивості матеріалу, тер-
момеханічні параметри технологічних процесів та ін. Під час холод-
ного деформування на пластичність матеріалу великий вплив здійс-
нює значення показника напруженого стану та закономірність його 
зміни в процесі пластичної формозміни [25, 78, 107, 110, 119, 123, 145, 
154, 159, 162, 184, 199, 204]. 

Для багатьох процесів стримуючим фактором є невисока пластич-
ність матеріалу, що обробляється. Тому на сьогоднішній день досить 
велику увагу науковий світ зосередив на дослідженні закономірності 
накопичення пошкоджень. Впродовж багатьох десятиліть набуває ро-
звитку феноменологічний підхід в теорії розсіяних пошкоджень. Мо-
делі розсіяних пошкоджень використовуються науковцями для кількі-
сної оцінки впливу напруженого стану та закономірностей його зміни 
під час деформування на граничну пластичну деформацію до руйну-
вання, яка ідентифікується появою тріщини, що призводить до браку-
вання деталей. 



17 

Питання дослідження міцності, пластичності, пошкоджуваності 
матеріалу під час деформування, оцінки напружено-деформованого 
стану розглядаються у великій кількісті наукових робіт [2, 8, 18, 19, 
20, 21, 22, 24, 47, 55, 58, 79, 82, 84, 85, 86, 90, 103, 104, 106, 107, 111, 
112, 113, 119, 123, 124, 127, 128, 145, 149, 153, 155, 159, 169, 171, 181, 
182, 183, 184, 190, 200, 206, 213, 219, 229, 230, 231, 232, 233, 236, 247, 
251, 253]. 

Для оцінки граничного стану зразків використовують два підходи. 
Відповідно до першого підходу, який набув розвитку в класичних те-
оріях міцності, в критеріях руйнування накладають обмеження на на-
пруження [78, 105, 107, 110, 119, 126, 153, 154, 155, 171, 172, 184, 185, 
204, 263]. Один із головних недоліків указаного підходу полягає в то-
му, що в області пластичних деформацій невелика зміна інтенсивності 
напружень, як правило, супроводжується значними змінами накопи-
ченої пластичної деформації. 

Інший напрямок оцінки граничного стану полягає у використанні 
моделей розсіяних пошкоджень. Один із найпростіших підходів до 
оцінки граничних деформацій було запропоновано Г. О. Смірновим-
Аляєвим [198, 199] 

 
( )*

u

c

εψ
ε η τ

=
  

, (1.18) 

де ψ  – використаний ресурс пластичності, який характеризує міру 
пошкодженості матеріалу та змінюється від 0 в початковому стані до 
1 під час руйнування; uε  – ступінь деформування, який знаходиться як 

накопичена деформація; ( )*cε η τ    – крива граничних деформацій (ді-

аграма пластичності). 
Цей підхід не враховує історію деформування, яка відображує 

зміну показника напруженого стану η . В роботах [123, 145, 159, 161, 
162, 163, 192] зазначається, що такий підхід в деяких випадках може 
призвести до похибок порядку 35 %. 

В рамках теорії розсіяних пошкоджень першу модель для визна-
чення граничних пластичних деформацій було запропоновано 
 В. Л. Колмогоровим [90, 123, 145, 159, 162, 173, 236] 

 ( ) ( ) ( ) ( )
( )*0

t
u

c

t E t B d
ε τ

ψ τ τ τ
ε η τ

= − ⋅ ⋅ ⋅
  

∫


, (1.19) 
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де ,t τ  – час; ( )E t τ−  – коефіцієнт, який враховує ефект «самозаліко-

вування» дефектів при високій температурі; ( )B τ  – коефіцієнт, який 

враховує історію деформування; ( )uε τ  – інтенсивність швидкостей 
деформацій. 

Однак, в літературі не було наведено жодних відомостей про ви-
значення функцій ( )E t τ−  та ( )B τ . Широке застосовування отримала 
модель В. Л. Колмогорова [90, 91, 123, 145] 

 ( )
( )
*

0
*

u u
u

c u

dε ε
ψ ε

ε η ε
=

  
∫ , (1.20) 

яка виражає принцип лінійного накопичення пошкоджень. 
Аналогом моделі (1.20) є інтеграл Бейлі в теорії тривалої міцності 

 
( )

*

0
*

1
t

ñ

d
t

τ
σ τ

=
  

∫ , (1.21) 

де ( )*ñt σ  – час руйнування зразка в умовах повзучості (при постійно-
му значенні σ ); *t  – час деформування до руйнування. 

Г. Д. Дель, В. А. Огородніков, В. Г. Нахайчук запропонували мо-
дель, що базується на нелінійному законі накопичення пошкоджень 
[58, 62, 159, 162] 

 ( ) ( )
1

0
*

u
n
u

u un
c u

n d
ε εψ ε ε

ε η ε

−

= ⋅ ⋅
  

∫ , (1.22) 

де  

 1
u

dn a arctg
d
η
ε

 
= + ⋅  

 
. (1.23) 

та розробили методику визначення показника a  за результатами екс-
периментів на спільний розтяг з крученням. 

Відповідно до процесів двоетапного та багатоетапного деформу-

вання 0
u

d
d
η
ε

 
= 

 
, модель (1.22) стає тотожною критерію (1.20) та не 

відображує суттєвих закономірностей зміни граничних деформацій 
[145]. Більш повне описання закономірностей зміни граничних дефо-
рмацій під час нестаціонарного деформування надають можливість 
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отримати тензорні моделі розсіяного пошкодження [48, 49, 50, 51, 52, 
53, 61, 62, 76, 86, 145, 236] 

В роботах [61, 62] компоненти тензора-девіатора пошкоджень 
пропонується визначати таким чином: 

 ( ) ( )
0

, ,u

ij u u ij uF d
ε

σψ ε ε η µ β ε= ⋅ ⋅∫ , (1.24) 

де ijβ  – напрямний тензор приростів деформацій, який визначається 

відповідно до співвідношення 

 ij
ij

ij ij

d
d d

ε
β

ε ε
=

⋅
, (1.25) 

де ijdε  – прирости пластичних деформацій. 

Умову руйнування прийнято у вигляді  

 1ij ijψ ψ⋅ = , (1.26) 

а в якості підінтегральної функції в співвідношенні (1.24) пропонуєть-
ся вираз 

 
( ) ( )* *

1 1 2 u

c c

F a a ε
ε η ε η

 
= ⋅ − + ⋅ ⋅ 

 
, (1.27) 

де a  – коефіцієнт, який підбирається за результатами експериментів із 
немонотонного деформування. 

На основі загальних положень із побудови тензорних моделей розсі-
яних пошкоджень, що сформульовані О. А. Ільюшиним [78, 79], в робо-
тах [145, 149] запропоновано та досліджено тензорно-нелінійну модель  

 

( ) ( )

( ) ( ) ( )

*

0

* * * *

, ,

1 ,
3

u

ij u u

ij u ik u kj u ij u

F

a b d

ε

σψ ε ε η µ

β ε β ε β ε δ ε

= ×

  × ⋅ + ⋅ ⋅ − ⋅ ⋅    

∫
 (1.28) 

де ik kjβ β⋅  – квадрат тензора ijβ ; ijδ  – одиничний тензор, 1ijδ =  при 

i j=  та 0ijδ =  при i j≠ ; ( ),a a Dη= , ( ),b b Dη=  – параметри моделі, 

які необхідно визначити за результатами експериментальних даних. 
Отже, теорія накопичення пошкоджень набула високого наукового 

рівня, але аналіз сучасної літератури свідчить про те, що як і 20–30 
років назад, в застосуваннях переважає лінійний принцип накопичен-
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ня пошкоджень, або, без достатнього обґрунтування, пропонуються 
нові критеріальні співвідношення, що описують вузький клас експе-
риментальних даних. 

Так, в роботі [157] досліджується поява нерівномірності деформу-
вання під час осадження та ймовірність руйнування, яке, на думку ав-
тора, відбувається в момент стрибка інтенсивності деформацій. 

В роботах [179, 197, 270] проводиться аналіз методів прогнозу-
вання накопичення пошкоджень та пропонується модель накопичення 
пошкоджень, яка може бути використана для чисельних розрахунків 
процесів пластичних деформацій із неперервною зміною напружено-
деформованого стану (НДС). При малих кроках навантаження, адап-
тивна модель має вигляд [179, 270] 

 ( ) ( )( )
pi

i
iiki RR

∆Λ
∆Λ

⋅++=∆ ∆∆ υω 1 , (1.29) 

де R  – адаптивні функції, які характеризують приріст (заліковування) 
пошкоджень при зміні умов навантаження на і-му кроці розрахунку та 
розраховуються за формулами [197, 270] 

 ( ) ( ) ( )
( )

4

2 1
1 3

1

1 , 1i

c

c k i
ik i i

p i

R c e R cυ ϑ− ⋅∆ −
∆ ∆

⋅ −

 ∆Λ = ⋅ − = ⋅ −
 Λ 

, (1.30) 

де iϑ  – кут зміни напрямку деформування в фазовому просторі дефо-
рмацій О. А. Ільюшина; ik∆  – зміна показника напруженого стану 

k T
σ= ; σ  – середнє напруження; T  – інтенсивність дотичних напру-

жень; 1i−∆Λ  – приріст ступеня деформації зсуву; 1 4...c c  – емпіричні ко-
ефіцієнти; ( )1p i⋅ −Λ  – пластичність металу (деформація зсуву в момент 

руйнування під час простого навантаження). 
В роботі [211] запропоновано вираз для визначення густини мік-

ропошкоджень у вигляді 

 ( )
1/(1 )2

0( ) 1 /
i

i i

n

i i pD D
β−

 Λ = ⋅ − Λ Λ  
, (1.31) 

де 0iD  – початкова густина мікротріщин, яка залежить від накопиче-
них пошкоджень на попередніх етапах; n  – коефіцієнт із рівняння 
кривої зміцнення 

0

n
S S mσ σ= + ⋅Λ ; iβ  – коефіцієнт, який враховує ін-
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