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ПЕРЕЛІК СКОРОЧЕНЬ 

АБГШ – канал з адитивним білим гаусівським шумом  
БЧХ-код – код Боуза–Чоудхурі–Хоквінгема  
ВОЛЗ – волоконно-оптична лінія зв’язку  
ВПВ – «вертикальна» пов’язуюча вершина 
ВПС – «вертикальний» пов’язуючий стан  
ГПВП – генератор псевдовипадкової послідовності  
ДКБП – дискретний канал без пам’яті  
ДКС – двійковий канал зі стиранням    
ДП – діаграма переходів  
ДСК – двійковий симетричний канал  
КЛ-код – квадратично-лишковий код 
КДКС – комбінований двійковий канал зі стиранням    
ЛПС – лінійна послідовнісна схема 
ЛПМ – лінійна послідовнісна машина 
М-послідовність – послідовність максимального періоду   
МДВ-код – код з максимально досягнутою відстанню   
НСК – найменше спільне кратне  
НЦ – нульовий цикл  
ОНЦ – основний нульовий цикл  
ОЦ – одиничний цикл   
ООЦ – основний одиничний цикл 
ПВП – псевдовипадкова послідовність  
ПНЦ – периферійний нульовий цикл  
РД – решіткова діаграма  
РЗЛОЗ – регістр зсуву з лінійним оберненим зв’язком  
РС-код – код Ріда–Соломона 
СА – сигнатурний аналізатор  
ТОЦ – тривіальний одиничний цикл  
ТНЦ – тривіальний нульовий цикл  
ФГ – фактор-граф 
ЦС – цифрова схема 
CRC (Cyclic Redundancy Code) – циклічний надлишковий код  
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ПЕРЕДМОВА 

Датою народження сучасного завадостійкого кодування прийнято 
вважати появу у 1948 році знаменитої статті К. Шеннона [1], в якій 
було доведено таке твердження (теорема Шеннона–Хартлі): при будь-
якій продуктивності джерела повідомлень, що не перевищує 
пропускної здатності каналу, існує такий спосіб кодування, який 
дозволяє передати всю інформацію від джерела з довільно малою 
ймовірністю помилки.   

Теорема не дає конкретних рекомендацій про способи побудови 
конкретних кодів для забезпечення ідеальної передачі інформації, 
однак саме ця обставина і стала початковим поштовхом до розвитку 
завадостійкого кодування.  

Як і більшість інших фундаментальних відкриттів, роботи 
зарубіжних [2, 3] і вітчизняних [4, 5] піонерів в цій сфері науки 
з’явились у відповідь на практичні потреби. В 50-х і 60-х роках ХХ 
століття людство стало освоювати космічний простір і виникла 
необхідність в безпомилковій передачі даних від супутників та 
космічних кораблів [6]. 

Космічний зв'язок в ті роки мав свої особливості. По-перше, 
характер спотворень в таких каналах дуже точно описувався моделлю 
адитивного білого гаусового шуму, що спричинило вивчення саме 
таких теоретичних моделей каналів. Внаслідок великих відстаней для 
передачі даних були необхідні потужні коректувальні коди зі 
складними алгоритмами декодування, хоча платою за це була низька 
швидкість передачі корисних даних. Надлишок смуги пропуску 
дозволяв використовувати коди з низькою спектральною густиною.  

Теорія завадостійкого кодування почала бурхливо розвиватися і 
поступово впроваджуватися в інші сфери: цифровий аудіо- та 
відеозв’язок, мобільний зв’язок і передачу даних в комп’ютерах. З 
кожним роком ставало все більш зрозумілим, що старі моделі вже не 
могли коректно описувати процеси в інших системах. Необхідність 
врахування різних системних і технологічних компромісів сприяла 
появі нових критеріїв оптимальності кодів.  
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Практичні потреби знову стали каталізатором подальшого 
розвитку завадостійкого кодування, яке продовжується і в наші дні. 
Значний внесок в розвиток теорії кодування внесли також і вчені 
України [7–13]. 

Не применшуючи значення численних відомих сьогодні кодів, все 
ж варто відзначити величезну роль завадостійких кодів, які входять до 
класу циклічних кодів. Вперше ці коди були запропоновані 
Прейнджем [14], а потім розвинуті в роботах учених, чиї імена 
увічнені в назвах досліджених ними кодів – Хемінга [2], Голея [3], 
Боуза і Рой-Чоудхурі [15], Хоквінгема [16], Файра [17], Ріда і 
Соломона [18]. 

Головними перевагами циклічних кодів є їх висока коректувальна 
здатність і прості схеми кодування–декодування. Саме тому вони 
мають дуже широку сферу використання: системи передачі даних, 
цифрове телебачення, магнітні і оптичні носії інформації. Прикладом 
одного з нових напрямків практичного застосування може служити 
організація захисту інформації в двовимірних матричних штрих-кодах 
за допомогою кодів Ріда–Соломона (РС) [19]. На основі циклічних 
кодів були розроблені коди Кердока, Препарати, Юстесена, Гоппи, 
альтернантні коди, алгеброгеометричні коди та інші. 

В 60–80 роки з’явилися класичні роботи по кодуванню: У. Пітер-
сона, Ф. Мак-Вільямса, Н. Слоена, Е. Берлекемпа та інших зарубіжних 
та вітчизняних дослідників [20–29]. За останні два десятиріччя 
кращим виданням в цій області можна вважати енциклопедичну 
роботу Б. Скляра [30].  

В кожній із зазначених книг є декілька розділів про циклічні коди. 
На жаль, практично відсутні серйозні роботи, які стосувалися б тільки 
циклічних кодів. Винятком може служити опублікована більше 40 
років тому відома книга В. Д. Колесника і Е. Т. Мирончикова [31]. 
Недавно вийшла з друку нова книга В. Д. Колесника [32], де головну 
увагу приділено різноманітним підкласам циклічних кодів. 

За минулий період з’явилося багато нових матеріалів, в яких 
досліджуються як традиційні циклічні коди, так і різні варіанти їх 
об’єднання з іншими кодами. 
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Тому давно з’явилась необхідність в узагальненні отриманих 
результатів і публікації нових книг, темою яких стали ці чудові коди. 
Запропонована монографія направлена на ліквідацію вказаної 
прогалини. 

Головною тенденцією в розвитку сучасних систем зв’язку є 
постійне збільшення швидкості передавання, практичне освоєння 
терабайтного діапазону. Основні досягнення останніх років пов’язані 
з широким використанням оптичних систем зв’язку [33]. Як і для 
попередніх технологій в системах передачі даних, основним резервом 
в підвищенні швидкості передавання є використання завадостійкого 
кодування. Використання кодів, що виправляють помилки (error 
correcting codes – ECC), дозволяє не тільки покращити якість передачі, 
але і зменшити кількість оптичних підсилювачів та збільшити 
довжину між регенераційними ділянками волоконно-оптичних ліній 
зв’язку (ВОЛЗ). [34]. Знаменним є те, що для наддалеких ВОЛЗ для 
швидкостей передавання 40 Гбіт/сек і вище вибір знову було зроблено 
на користь кодів РС. При високих відношеннях сигнал/шум 
послідовно з’єднані коди Боуза–Чоудхурі–Хоквінгема (БЧХ) і РС 
переважають недавно винайдені турбо-коди [35]. 

Однак, в оптичних системах передачі даних ще залишаються 
вузли електронної обробки і тому необхідна елементна база з 
граничними частотами, які щонайменше в п’ять разів перевищують 
швидкість передавання даних. Найкращим вирішенням цієї проблеми 
стане перехід до широкого використання паралельної обробки даних 
при кодуванні та декодуванні повідомлень. 

Сучасні досягнення мікро- та наноелектроніки дозволяють 
апаратно й програмно реалізовувати складні алгоритми 
завадостійкого кодування й декодування з використанням кодів з 
великою коректувальною здатністю. Але швидке та ефективне 
виконання операцій кодоперетворення можливе тільки на основі 
принципів паралелізму. Завдяки паралельній обробці можна не тільки 
прискорити виконання традиційних процедур кодування–
декодування, а також реалізувати нові підходи, наприклад, 
одночасний пошук помилок різних типів. Такі задачі актуальні для 
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нестаціонарних каналів, в яких швидко змінюються параметри 
передачі даних.  

Ще одним важливим резервом в підвищенні продуктивності при 
передачі даних є використання багатоканальних систем. Як 
багатоканальні лінії зв’язку використовуються не тільки безпровідні, 
але і провідні лінії зв’язку (кабельний зв'язок). Найбільша сфера 
використання багатоканальних систем передачі даних – в 
комп’ютерах і комп’ютерних мережах [36, 37]. Їх головні особливості 
– інша модель помилок та словоорієнтована архітектура. Тому
актуальною є розробка теоретичних основ паралельних циклічних 
кодів та ефективних методів їх кодування і декодування.    

Для розв’язання нових задач необхідні розробка нових 
математичних моделей, нових методів обробки кодових сигналів, 
використання сучасних досягнень комп’ютерної архітектури з 
врахуванням специфіки паралельних обчислень. 

Звичайно, автор не претендує на повноту викладення всіх 
аспектів, що пов’язані з циклічними кодами. Ця книга не є 
енциклопедією з циклічних кодів, в ній лише коротко наведені 
основні відомості про ці коди, а головна увага приділена новим 
результатам, які отримані автором: методам кодування й декодування 
циклічних кодів на основі їх автоматного представлення, розробці 
паралельних циклічних кодів в двійкових і недвійкових полях Галуа, а 
також використання методів паралельної обробки при програмній і 
апаратній реалізації кодерів–декодерів циклічних кодів. 
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Розділ 1 
ВСТУП ДО ТЕОРІЇ ЗАВАДОСТІЙКОГО КОДУВАННЯ 

1.1 Загальні відомості про систему передачі даних 

Розглянемо коротко процес перетворення інформації в узагальне-
ній системі передачі даних. Структурна схема передачі даних наведе-
на на рис. 1.1.  

Інформаційне повідомлення, які поступає від джерела повідом-
лень, спочатку обробляється кодером джерела з метою його більш 
компактного представлення, використовуючи різні способи ущіль-
нення даних. Далі кодер каналу додає деяку надлишковість в кодове 
слово джерела і формує кодове слово каналу, яке має більшу послідо-
вність символів, ніж у слові джерела. Кожний символ кодового слова 
каналу може бути представлений одним або кількома бітами. Переда-
вач перетворює кодове слово каналу в форму, зручну для передавання 
по каналах зв’язку. Одним з головних вузлів передавача є модулятор, 
який перетворює цифрові символи в аналоговий сигнал. 

Канал зв’язку – це фізичне середовище, по якому відбувається пе-
редавання сигналів від передавача до приймача. Оскільки в каналі 
зв’язку можливі шуми та спотворення, тому сигнали на його виході 
можуть відрізнятись від вхідних сигналів. 

Далі сигнали в приймачі за допомогою демодулятора знову перет-
ворюються в цифрову форму, придатну для подальшої обробки. 

       
 

 

Рисунок 1.1 – Структурна схема передачі даних 
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Частину тракту передачі від входу модулятора до виходу демоду-
лятора часто називають дискретним каналом, оскільки входом і вихо-
дом каналу є символи кінцевого алфавіту. 

Декодер каналу спочатку оцінює прийняте кодове слово. Якщо в 
ньому відсутні спотворення, тоді в ньому відразу виділяється кодове 
слово джерела. В протилежному випадку декодер каналу, використо-
вуючи надлишковість кодового слова каналу, виправляє наявні поми-
лки (коректувальна здатність залежить від ступеня надлишковості ко-
дового слова) і видає виправлене кодове слово джерела.  

Декодер джерела виконує операцію, яка є оберненою до операції 
кодера джерела, результат якої вже поступає до користувача. 

В монографії кодер і декодер джерела не розглядаються, тому в 
подальшому викладенні під операціями кодування і декодування ро-
зуміються тільки кодування і декодування каналу. Саме таке кодуван-
ня і називають завадостійким. 

Якщо в перші десятиріччя розвитку систем передачі даних опера-
ції канального кодування і модуляції розглядались як окремі та неза-
лежні операції, то зараз вони використовуються одночасно як єдиний 
процес обробки сигналів [30, 38]. 

Відзначимо також, що канал використовується не тільки в тради-
ційній системі зв’язку, наприклад, в системі передачі сигналів із супу-
тника на приймальну антену. Процес збереження або запису даних на 
зовнішніх носіях також може розглядатися як своєрідний канал пере-
дачі даних.  

1.2 Завади й помилки в каналах передачі даних 

При передачі по каналу інформація піддається впливу різноманіт-
них завад (шумів), в результаті можна отримати повідомлення від від-
правника з деякими помилками [39]. 

За місцем появи завади в каналі можна розділити на декілька груп: 
природного походження, промислові та ті, що виникають в апаратурі. 

До перешкод природного походження належать завади від атмос-
фери, сонця, різних галактичних об’єктів. Джерелом промислових за-
вад можуть бути лінії електропередач, різноманітні електроустановки, 
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електротранспорт. Свій вклад в загальну картину перешкод вносить і 
сама апаратура зв’язку. 

В залежності від характеру змін в часі розрізняють флуктуаційні, 
гармонічні та імпульсні перешкоди, а також замирання. 

Флуктуаціями у фізиці називають випадкові відхилення деяких 
фізичних величин від їх середніх значень. Прикладом  таких явищ 
може служити тепловий  шум апаратури. Математично тепловий шум 
можна описати як гаусівський випадковий процес. Потужність цього 
шуму характеризується постійною спектральною густиною потужнос-
ті для всіх частот, і тому його називають «білим». Таким чином, флук-
туаційні завади найкраще описувати як білий гаусівський шум. 

Гармонічна завада описується синусоїдальним коливанням. 
Флуктуаційні та гармонічні завади діють безперервно протягом 

тривалих інтервалів часу. 
Імпульсні завади діють тільки в окремі моменти часу, зазвичай во-

ни з’являються групами. Пікове значення імпульсної завади співмірне 
з амплітудою корисного сигналу і може його перевищувати.  

Замирання (fadihg) – це завади, які виникають в безпровідному 
зв’язку і обумовлені наявністю багатократних шляхів проходження 
сигналів і відбиттям радіохвиль від природних і штучних перешкод. 

Завади можуть або підсумовуватись з корисним сигналом (адити-
вні завади), або помножуватися з ним (мультиплікативні завади). 

Вплив різних типів завад проявляється в тому, що замість переда-
них символів можуть бути прийняті зовсім інші. Таку подію назива-
ють помилкою.  

Розрізняють інверсні помилки (зміна правильних значень на інші 
із заданого алфавіту значень) і стирання (помилки, в яких невідомі 
значення, але відоме їх розташування). Інверсні помилки можуть бути 
або випадковими (тобто рознесеними по всій довжині повідомлення), 
або пакетними (зосередженими в обмеженій області повідомлення) 
(рис. 1.2). Далі будуть наведені більш строгі визначення типів помилок. 
В поточному розділі розглядаються, як правило, інверсні випадкові по-
милки, які далі коротко будуть йменуватись просто помилками. 

В [40] наведена статистика помилок в мережах АТМ в умовах 
експлуатації з використанням волоконно-оптичних ліній зв’язку: 65 % 
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складають поодинокі помилки, 23 % складають дво- і трикратні поми-
лки, 12 % – пакетні помилки кратністю від 5 і більше. 

Рисунок 1.2 – Спрощена класифікація помилок 
в каналах передачі даних 

Як і завади, помилки є випадковими подіями, тому для них також 
будуть використовуватись ймовірнісні характеристики.  

1.3 Теоретичні моделі каналів 

Для оцінки ймовірності помилки, які забезпечує завадостійкий 
код, необхідно мати математичний опис каналу зв’язку, по якому від-
бувається передача повідомлень. Модель каналу повинна відображати 
статистику помилок у фізичному каналі і не вимагати складних мате-
матичних  розрахунків. Коротко розглянемо дві групи теоретичних 
моделей каналів: канали без пам’яті та канали з пам’яттю. Нехай 

}1,...,1,0{  qX  – вхідний алфавіт (на вході каналу зв’язку), з якого 

формуються кодові слова, і }1,...,1,0{  qY  – вихідний алфавіт (на 

виході каналу зв’язку). 

1.3.1 Моделі каналів без пам’яті 

Найпростішою моделлю каналу без пам’яті є двійковий симетрич-
ний канал (ДСК, binary symmetric channel – BSC). У цього каналу вхі-
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дний X  і вихідний Y  алфавіти складаються лише з двійкових елемен-
тів: }1,0{},1,0{  YX . В результаті дії завад з ймовірністю p  може 

відбутися спотворення переданої інформації: замість переданого 0(1) 
буде отримано 1(0). Відповідно, ймовірність отримання правильної 
інформації визначається ймовірністю ( p1 ): 

pXYpXYp  )0|1()1|0( ; 

pXYpXYp  1)0|0()1|1( , 

де )|( ijp  – умовна ймовірність прийому символу j  при переданому   

символі i .  
Схема ДСК наведена на рис. 1.3. 

Рисунок 1.3 – Схема двійкового симетричного каналу 

Дискретний канал без пам’яті (ДКБП, discrete memoryless channel 
– DMC) є узагальненням ДСК і характеризується m -значним вхідним
алфавітом X  і m -значним вихідним алфавітом Y : 

  )1,...,1,0(  mX ; )1,...,1,0(  mY . 

Для задання дії завад в такому каналі використовують набори 
умовних ймовірностей )|( ijp ,  ( 10,10  mimj ). 

ДКБП ще називають біноміальним. 
Схема ДКБП наведена на рис. 1.4. 
Двійковий канал зі стиранням (ДКС, binary erasure channel – BEC) 

– це канал з двозначним вхідним X  алфавітом і тризначним вихідним
Y  алфавітом: },1,0{},1,0{ xYX  . Символ  « x » тут позначає відсут-

ність будь-якої інформації, тобто її стирання. Схема ДКС наведена на 
рис. 1.5.  
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Рисунок 1.4 – Схема дискретного каналу без пам’яті для 8m  

Рисунок 1.5 – Схема двійкового каналу зі стиранням 

На практиці стирання часто поєднується з помилками інверсії вхі-
дних сигналів. Схема комбінованого двійкового каналу зі стиранням 
(КДКС) наведена на рис. 1.6. 

Рисунок 1.6 – Схема комбінованого двійкового каналу зі стиранням 
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Гаусівський канал (Gaussian channel) – це канал з дискретним вхі-
дним  алфавітом X  і неперервним вихідним  алфавітом Y : 

)1,...,1,0(  mX ; },{ Y . 

Найважливішим різновидом каналом цього типу є канал з адитив-
ним білим гаусівським шумом (АБГШ, additive white Gaussian noise – 
AWGN). Термін «адитивний» означає, що шум просто накладається 
на сигнал. 

Демодулятор гаусового каналу приймає м’яке рішення – видає де-
кодеру каналу додаткову інформацію про надійність прийому даних, 
яка може бути використана для точнішого декодування. Якщо демо-
дулятор не зміг точно відрізнити нульовий сигнал від одиничного, то-
ді у відповідному розряді прийнятого кодового слова буде записаний 
невизначений символ x . 

1.3.2 Моделі каналів з пам’яттю  

Переважна більшість каналів, які зустрічаються в техніці зв’язку, 
це канали з пам’яттю. Для коректного опису функціонування таких 
каналів недостатньо знання тільки одного параметра, яким в каналах 
без пам’яті є ймовірність помилки p  [30]. Необхідно ще знати ймові-

рності будь-яких сполучень помилок в межах блоку даних, який пере-
дається. 

Якщо в каналі без пам’яті умовна ймовірність помилкового при-
йому ( 1i )-го символу при умові, що i -й символ прийнято помилко-
во, рівна безумовній ймовірності помилки 

piip  )|1( ,

тоді в каналі з пам’яттю вона може бути більшою або меншою цієї ве-
личини. Найчастіше виконується умова 

             pimip  )|( ,

яка означає, що в каналі помилки мають тенденцію до групування. 
Причиною таких помилок можуть бути флуктуаційні завади і зами-
рання, які мають тривалий часовий інтервал дії. 

Рідше зустрічаються канали із розосередженими помилками, в 
яких   

pimip  )|( .



20 

Причиною таких помилок можуть бути імпульсні завади, які 

з’являються рідко і представляють собою випадкову послідовність ко-

ротких сигналів.  

Найбільш прийнятними теоретичними моделями каналів з 

пам’яттю є модель Гільберта та її різноманітні модифікації (Эліота–

Гільберта, Беннета–Фройліха, Фрічмана та інших) [41]. 

Згідно з базовою моделлю Гільберта канал може знаходитись в 

одному з двох станів: 

– хорошому стані gS , в якому помилки відсутні;

– поганому стані bS , в якому помилки з’являються випадково з

ймовірністю ошp  (найчастіше приймають 5,0ошp ). 

Якщо при передаванні символу ix  канал знаходиться в стані gS , 

тоді при передаванні наступного символу 1ix  канал буде знаходитись 

в тому ж стані з ймовірністю ggp  і в стані bS  – з ймовірністю 

gggb pp 1 . Якщо ж при передаванні символу ix  канал знаходився в 

стані bS , тоді при передаванні наступного символу 1ix  канал буде 

знаходитись в тому ж стані з ймовірністю bbp  і в стані gS  – з ймовір-

ністю bbbg pp 1 . Матрицю з ймовірностями переходів між станами 

можна записати таким чином: 











bbbg

gbgg

pp
pp

P . 

Граф станів моделі Гільберта показаний на рис. 1.7. 

Параметри моделі Гільберта визначають середню ймовірність gP

знаходження каналу в хорошому стані і середню ймовірність bP  зна-

ходження в поганому стані:  

gbbg

bg
g pp

p
P


 ;     

gbbg

gb
b pp

p
P


 .                          (1.1) 
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Із (1.1) можна знайти середні довжини хорошого gD  і поганого 

bD  станів каналу і на їх основі визначити ймовірну довжину пакету 

помилок:  

gb
g p

D 1
  ;

bg
b p

D 1
 .

Рисунок 1.7 – Граф станів моделі Гільберта 

Різновидом каналів з пам’яттю є канали із замираннями (fading 
channels). Такі моделі каналів, на відміну від моделі Гільберта, є скла-
днішими, проте дозволяють більш адекватно представити сучасні сис-
теми зв’язку, зокрема системи безпровідного зв’язку [30]. 

1.4 Основні принципи виявлення та виправлення помилок 

Розглянемо, яким чином використання завадостійкого кодування 
дозволяє збільшити надійність передавання по цифрових каналах. 

Як вже відзначалося, процес перетворення повідомлень в комбі-
націю різних символів називається кодуванням, а отримана послідов-
ність символів – кодовим словом. Максимальна кількість різних ком-
бінацій, які можна отримати із n -розрядного кодового слова, визнача-
ється відомою формулою з комбінаторики:   

n

n
nnnn

2
210




































 , 

де 







i
n

 – число комбінацій із n  по i .

Якщо при побудові коду будуть дозволені будь-які комбінації з n2
можливих, тоді такий код не зможе встановити навіть наявність спо-

gbp

gS bS
ggp

bgp

bbp
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творень, оскільки будь-яке прийняте кодове слово буде інтерпретовано 
як допустиме, тобто правильне. Кажуть, що в цьому випадку мінімаль-
на кодова відстань дорівнює одиниці. Зазначимо, що тут ми розглядає-
мо тільки модель помилок каналу ДСК, коли можливі лише інверсні 
помилки. 

Основним способом виявлення і виправлення помилок (не тільки 
інверсних, але про інші типи помилок детальніше в наступних розді-
лах) служить введення надлишковості в повідомлення, що передають-
ся. В цьому випадку кодовим словам будуть відповідати тільки дозво-

лені кодові комбінації, число pN  яких складає тільки частину із всіх 

можливих комбінацій N : 

NNN p
k

p  ,2 .

Величину k  прийнято називати розмірністю завадостійкого 

),( kn -коду. 

Серед різних ),( kn -кодів будемо розглядати лише блокові ),( kn -

коди, в яких кожному інформаційному повідомленню відповідає блок 
із n  символів, причому блоки кодуються й декодуються окремо один 
від одного. Обмежимось лінійними кодами, тобто кодами з визначе-
ною лінійною структурою (більш строге означення лінійних кодів бу-
де дано в другому розділі). Саме до такої різновидності кодів нале-
жать циклічні коди. 

Ступінь надлишковості ),( kn -коду визначається кількістю переві-

рочних символів r  ( knr  ). Співвідношення параметрів k  і n  йме-
нують швидкістю коду  : 

n
k

 .

В систематичному циклічному коді слово довжини k  називають 
інформаційним словом, слово довжини knr   – контрольним сло-
вом. В несистематичному коді не можна явно виділити інформаційне і 
контрольне слова, надлишковість ніби рівномірно розподілена по кодо-
вому слову. 

ОЗНАЧЕННЯ 1.1. Помилкою кратністю   в кодовому слові Z  на-

зивається така зміна   його розрядів, коли нове слово errZ  не є кодо-

вим ( min ). 
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Помилка хоча б в одному розряді кодового слова призводить до 
появи забороненого слова. Кількість виявлених та виправлених поми-
лок в заданому коді залежить від взаємного розташування в кодовому 
просторі дозволених і заборонених слів. 

ОЗНАЧЕННЯ 1.2. Вагою )(yw  слова y називається кількість його 

ненульових компонентів.  

Наприклад, вага кодового слова 010011y  дорівнює 3)( yw . 

С поняттям ваги слова тісно пов’язане поняття кодової відстані. 
Розрізняють три види кодової відстані: Хемінга, Лі та матричне. В те-
орії кодування найчастіше використовується перша з них. 

ОЗНАЧЕННЯ 1.3. Відстанню за Хемінгом ),( 21 ZZd  між двома 

кодовими словами 1Z  і 2Z  довжини n  називається число розрядів 

(позицій), в яких вони відрізняються. 
Для знаходження відстані за Хемінгом двох двійкових кодових 

слів необхідно знайти їх суму по модулю два і потім підрахувати чис-
ло ненульових компонентів, тобто визначити вагу  цієї суми. 

Наприклад, для слів 0100111 Z и 0110102 Z їх сума 

21 ZZZ   по модулю два рівна 001010 , тому вага дорівнює 

2)( Zw  і, відповідно, відстань між ними за Хемінгом дорівнює 

2),( 21 ZZd . 

Завдяки лінійним властивостям циклічних кодів ніякі два кодових 
слова не розташовані в кодовому просторі поруч, тобто на одиничній  
відстані за Хемінгом. Між ними завжди є хоча б одне некодове слово. 

ОЗНАЧЕННЯ 1.4. Мінімальна кодова відстань mind  лінійного 

блокового коду   дорівнює найменшій із всіх відстаней за Хемінгом 

),( 21 ZZd  між різними парами кодових слів:  

jiZZZZdd jiji  ,,),,(minmin . 

При надходженні на вхід декодера некодового слова задача деко-
дера полягає у виборі такого кодового слова, яке знаходиться на най-
ближчій відстані за Хемінгом від прийнятого слова.  

Якщо між кодовими словами розташовано лише одне некодове 
слово, тоді декодер не зможе вибрати одне правильне з двох можли-
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вих, тобто помилка в коді з 2min d  не може бути виправлена, тільки 

виявлена. 
Виправлення поодинокої інверсної помилки можливе лише для 

коду з 3min d , коли між будь-якими кодовими словами є не менше 

двох некодових слів.  
В загальному випадку повинно виконуватись таке співвідношення 

між mind  та мінімальним числом c  помилок, що виправляються, і чи-

слом d  помилок, що виявляються: 

1121min  dccdd .                     (1.2) 

Нерівність (1.2) для ( kn, )-коду можна записати, використовуючи 

параметри коду: 

1min  knd    або   1min  rd .                      (1.3) 

Нерівність (1.3) називається границею Сінглтона [24]. Із (1.2) та 

(1.3) випливає, що для виправлення c  помилок необхідно мати не 

менше c2  перевірочних символів r : 

222

1min rknd
c 





 . 

Код, для якого виконується рівність 

11min  rknd , 

називається кодом з максимально досягнутою відстанню (МДВ-
кодом). 

Можна також дати просторово-геометричну інтерпретацію корек-
тувальної здатності коду. Для коду, який дозволяє виправляти c  

помилок, навколо кожного кодового слова можна описати сфери де-

кодування радіуса c , що взаємно не перетинаються. Мінімальна відс-

тань між центрами сфер дорівнює mind . Прийняті декодером слова з 

помилками кратністю менше c  будуть знаходитись всередині однієї 

із сфер і будуть декодовані як кодове слово, яке є центром відповідної 
сфери, тобто помилка буде виправлена. Якщо ж стануться помилки 

кратністю більше c , тоді прийняте слово може потрапити в іншу 

сферу і виправлення відбудеться неправильно. Однак, якщо нас ціка-
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вить лише факт наявності помилки, тоді можна виявити будь-яку кі-
лькість помилок, аби лише  прийняте кодове слово з помилками не 
потрапило в центр якої-небудь сфери. Виявляються всі помилки крат-

ністю не більше, ніж 1min d , а також багато помилок більшої кратно-

сті. 
ПРИКЛАД 1.1. Розглянемо код, який складається з двох трирозря-

дних кодових слів: 000 и 111. За допомогою трьох розрядів можна 
отримати вісім слів, отже шість з них не будуть кодовими. Параметри 

такого коду такі: 3,1,3 min  dkn . Для кодового слова 000 в сферу 

1 декодування потрапляють три слова (100, 010, 001), які відрізняють-
ся від нього тільки в одному розряді. Аналогічним чином для кодово-
го слова 111 в сферу 2 декодування потрапляють останні три слова 
(рис. 1.8). 

ОЗНАЧЕННЯ 1.5. Досконалим кодом називається код, для якого 
сфери однакового радіуса навколо кодових слів, не перетинаючись, 
покривають весь простір. 

Рисунок 1.8 – Сфери декодування 

Розглянутий в прикладі 1.1 код є досконалим. Відомо мало доско-
налих кодів, більшість складають недосконалі коди. В подальших роз-
ділах будуть розглянуті інші досконалі коди, які мають практичне 
значення. 
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Для недосконалих кодів сфери декодування не покривають весь 
простір, деякі слова лежать за межами цих сфер. Можливо, з позицій 
математичної естетики таке представлення є «недосконалим» (що і 
спричинило появу такого терміну), однак недосконалі коди (насампе-
ред, циклічні недосконалі коди) дозволяють виправляти додаткову кі-
лькість помилок. В таких випадках кажуть про декодування за межа-
ми кодової відстані.  

Для кодів невеликих розмірів можна легко знайти відстані між 
всіма кодовими словами і визначити з них значення мінімальної відс-

тані mind  – найважливішого параметра завадостійких кодів. Для ве-

ликих кодів повний перебір стає дуже складною обчислювальною за-
дачею і способи зменшення трудомісткості цієї задачі належить до 
однієї з ключових проблем теорії кодування.  

Традиційними способами вирішення проблеми оцінки коректува-
льної здатності кодів є знаходження спектра коду (спектра ваг) і ви-
значення верхніх та нижніх границь. В дев’ятому розділі зроблено де-
тальний аналіз коректувальної здатності циклічних кодів і наведені  
нові способи її оцінки на основі автоматних моделей цих кодів. 

Іноді може виникнути дилема інтерпретації помилок, що виникли 
в процесі передавання по лінії зв’язку: чи то стались помилки кратніс-

тю c , які можна виправити, чи стались помилки кратністю більше за 

c , які лише виявляються? Зазвичай, приймається перший варіант, 

оскільки вважається, що помилки меншої кратності більш ймовірні, 
ніж помилки більшої кратності. Декодер, який притримується такого 
правила декодування, називається декодером максимальної правдопо-
дібності.  

Відомі також інші принципи декодування [25]: 

– за мінімумом відстані за Хемінгом;

– за максимумом апостеріорної ймовірності;

– за мінімумом узагальненої відстані;

– на основі списків кодових слів.
Іноді декодер не може прийняти рішення про те, що було передано 

якесь визначене повідомлення через нечітке значення деяких символів 
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цього повідомлення. Тоді такі символи стираються, і повідомлення в 
такому вигляді передається отримувачу для подальшої обробки.    

Задача побудови коду із заданою коректувальною здатністю поля-
гає у внесенні в нього такої мінімальної надлишковості, яка б забезпе-
чила відстань між будь-якими двома дозволеними кодовими вектора-

ми не менше mind . В загальному випадку ця задача поки ще не 

розв’язана, існують лише верхні та нижні оцінки (границі), про що де-

тальніше буде розглянуто в розділі 9.  Тільки для кодів з 3min d  

отримано точне співвідношення між довжиною n  коду і кількістю пе-
ревірочних розрядів r : 

             )1(log2  nr . 

В інженерній практиці кількість перевірочних розрядів r  коду ви-
бирається із спеціальних наперед обчислених таблиць [42]. 

1.5 Виграш від завадостійкого кодування 

Розглянемо оцінки систем зв’язку  для основних моделей каналів. 
Для ДСК процедура декодування полягає у виборі кодового слова, 

найближчого до прийнятого слова в сенсі відстані за Хемінгом. Ймо-

вірність errP  невиявлення кодового слова з помилкою кратністю   для 

лінійного блокового ( kn, )-коду визначається співвідношенням [35] 

 
 n

i
ini

ierr ppnP 1 )1( ,                             (1.4) 

де p – ймовірність помилки символу в слові, in – число кодових слів ва-

ги i . 
Формула (1.4) дає дуже точну оцінку тільки при знанні спектра 

коду. При відсутності таких даних можна скористатись верхньою гра-

ницею:  
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При 5.0p  і великих значеннях різниці ( kn  ) можна викорис-

тати наближену формулу: 
)(22)12( knnk

errP   .             (1.5) 
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Як випливає з (1.5), ймовірність невиявленого помилкового слова 

може бути зроблена як завгодно малою при достатньо великій кілько-

сті перевірочних символів в кодових словах. Відзначимо, що такий 

критерій якості канального кодування є достатньо наближеним і од-

ностороннім. 

Для моделі каналу з АБГШ найважливішою характеристикою сис-

тем зв’язку є відношення енергії біта bE  в переданому повідомленні 

до спектральної густини потужності шуму 0N : 0/ NEb . Вимірюється 

це відношення у децибелах.  

Графік залежності ймовірності bp  появи помилкового біта в кодо-

вому слові від відношення 0NEb  наведений на рис. 1.9а. Хоча цей 

графік буде мати деякі відмінності для різних видів модуляції і кана-

льного кодування, в ньому можна  виділити  деякі важливі області. Всі 

криві будуть знаходитись правіше вертикальної ординати зі значен-

ням –1,6 дБ, яка позначає межу Шеннона. Для забезпечення ймовір-

ності помилки 510bp  в системі з ідеальною фазовою модуляцією 

без кодування необхідно мати 9,6 дБ.  

При кодуванні криві на цьому графіку зсовуються вліво, набли-

жаючись до межі Шеннона. Різниця між двома точками на кривій без 

кодування і кривою з кодуванням для однакового значення ймовірно-

сті bp  (наприклад, при 510bp ) складає виграш від кодування e  

(рис. 1.9б). Такий виграш ще називають енергетичним і зазвичай він 

вказується в децибелах. 

Розглянемо аналітичний метод розрахунку виграшу від кодування 

для лінійного блокового коду, який складається тільки з k  інформа-

ційних символів [30]. Обмежимось когерентним детектуванням сиг-

налу при використанні бінарної фазової модуляції (BPSK). В цьому 

випадку символьна помилка рівнозначна бітовій помилці. Ймовірність 

bp  бітової помилки в каналі з АБГШ без кодування складає  
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Функція )(xQ , яку називають гаусовим інтегралом помилок, ви-

значається таким чином: 

duuxQ
x
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Рисунок 1.9 – Графік залежності bp  від відношення 0NEb : 

а) – без завадостійкого кодування,  
б) – при завадостійкому кодуванні 

Функцію )(xQ  не можна обчислити в аналітичному вигляді, як 

правило, вона представлена табличними даними. 

Ймовірність notP  того, що k -символьне некодоване слово буде 

прийнято з помилкою, дорівнює 1 мінус добуток ймовірностей того, що 
кожний символ (тобто біт при BPSK) буде детектовано правильно:  

k
bnot pP )1(1  . 

Введемо тепер в такий код r  перевірочних символів, які дозволять 
виправити   помилок. Така коректувальна здатність коду викликає  
збільшення символів до n  і відповідне зменшення швидкості коду до 

nk . Ймовірність cbp ,  символьної помилки в каналі з АБГШ з коду-

ванням складає  
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Порівнюючи вирази (1.6) и (1.7) можна бачити, що в результаті 

внесення надлишковості ймовірність cbp ,  символьної помилки змен-

шилась.  

Тепер можна визначити ймовірність codP  того, що n -символьне ко-

дове слово лінійного блокового ( kn, )-коду буде прийнято з помилкою: 
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Вираз (1.8) можна також записати у вигляді, яке потребує менше 
обчислень: 
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В (1.8) і (1.9) знак рівності використовується для досконалих лі-
нійних блокових кодів. 

Таким чином, завадостійке кодування приводить до збільшення кі-
лькості символів, які потрібно обробляти і передавати за той же інтер-
вал часу і з тією ж потужністю передавача. Однак можливість виявлен-
ня і виправлення помилок компенсує ці додаткові витрати і дає додат-
ковий виграш, який можна оцінити на рівні ймовірнісних параметрів: 

величина codP  може бути на декілька порядків меншою, ніж notP . 

Для порівняльної оцінки різних ( kn, )-кодів з мінімальною відс-

танню mind  можна скористатись і точною характеристикою n , яку 

називають номінальним виграшем від кодування [43]:  

mind
n
k

n  . 

1.6 Критерії якості передачі дискретних повідомлень 

Якість переданої інформації оцінюється ступенем відповідності 
прийнятого повідомлення переданому. 

Згідно з рекомендаціями Міжнародного союзу електрозв’язку 
(МСЕ,  International Telecommunication Union – ITU) виміряється низка 
параметрів для оцінки числових характеристик бінарного цифрового 
каналу. 
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Найбільш відомим таким параметром є частота бітових помилок 
(bit error rate – BER) – відношення числа прийнятих з помилками біт 

errN  до числу посланих біт allN  за визначений період часу:  

all

err
N
N

.

Цей параметр зазвичай вимірюється в режимі тестування при ви-
ключеному основному сервісі (Out of Service – OoS). Спеціальний 
пристрій (BER-тестер) передає по каналу спеціальну псевдовипадкову 
послідовність (ПВП) максимальної довжини (в наступних розділах 
будуть розглянуті властивості таких послідовностей), а потім приймає 
її, порівнюючи початкову ПВП з прийнятою. 

Різноманітні типи фізичних каналів зв’язку мають свої мінімальні 
значення BER, при яких передача даних вважається нормальною 
(табл. 1.1). Варто відзначити, що реальні канали зв’язку на шляху  від 
джерела повідомлень і до споживача майже завжди складаються з різ-
нотипних сегментів, тому BER не може служити безпосередньо як 
експлуатаційна норма [44].  

Таблиця 1.1 – Значення для основних типів цифрових каналів 
зв’язку  

Тип цифрового каналу зв’язку Нормальне значення BER 

Радіорелейний зв’язок 610  

Радіозв’язок 310  

Тропосферний зв’язок 510  

Супутниковий зв’язок 710

Волоконно-оптичні лінії зв’язку 1510 10...10 

Якщо при тестуванні цифрового каналу зв’язку використовується 
великий інтервал часу, тоді параметр BER наближається до ймовірно-
сті помилкового прийому двійкового символу, тобто до ймовірності 

помилки на біт BERP :  
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Величина BERP  статистично коливається навколо значення серед-

ньої кількості бітових помилок в переданих даних, а це означає, що 

вона по суті дорівнює раніше розглянутій теоретичній величині bp . 

Тому можна отримати графічну інтерпретацію параметра BER.  
З цією метою міжнародні стандарти ITU-R S.1062 і S.614 [44] ре-

комендують використовувати не єдиний обчислений показник BER, а 
ймовірнісний показник помилок BEP (Bit Error Probability), який має 
вигляд функції від часу вимірювання. За допомогою того ж BER-
тестера вимірюють і обчислюють значення BER на чотирьох інтерва-
лах в точках 0,2 %Т, 2 %Т, 10 %Т і 100 %Т (де Т – стандартний часо-
вий інтервал вимірювання). Далі будується графік BEP(T), який нази-
вають маскою BEP, способом кусково-лінійної апроксимації вказаних 
точок. Якщо фактична маска BEP збігається з еталонною маскою BEP, 
тоді вважається, що рівень помилок в каналі, що досліджується, задо-
вольняє вимоги стандарту. 

Вид експериментального графіка BEP(T) дуже схожий на теорети-

чний графік залежності ймовірності bp  від відношення 0NEb  для 

тих же початкових даних.  
Точна побудова як теоретичного, так і експериментального графі-

ків представляє собою складну обчислювальну задачу. Тому часто 
звертаються до спеціальних математичних пакетів, наприклад, до 
Matlab [45]. Після задання початкових даних (типу каналу, способу 
модуляції та інших даних) можна отримати залежність BER від від-

ношення 0NEb . Саме в такому вигляді ймовірність бітових помилок 

в цифрових каналах найчастіше і зустрічається на сторінках статей і 
книг з теорії зв’язку. Оцінка якості цифрових каналів на основі пара-
метра BER була закладена ще в рекомендаціях МСЭ-Т G.821 [46]. 
Протягом тривалого часу ці рекомендації були міжнародним стандар-
том при проектуванні і експлуатації цифрових мереж, в 1996 році 
з’явилась вже четверта її версія.  
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З часом ставали очевидними недоліки методу вимірювання поми-
лок за бітами. Дійсно, при появі хоча б одного біта з помилкою, поми-
лковими ставали і весь символ, а також кодове слово і блок, в який він 
входить. Тому нові міжнародні стандарти роблять акцент на викорис-
танні блокових, а не бітових помилок. Ще однією причиною такої пе-
реорієнтації стали збільшення швидкостей передавання даних і розви-
ток техніки тестування каналів в процесі їх роботи (In Service 
Monitoring – ISM). Після великої підготовчої роботи були прийняті 
рекомендації МСЭ-Т G.826 [47], де були введені нові показники по-
милок для цифрових ліній передачі. Ці показники базуються на нових 
поняттях, які йменуються подіями помилок для трактів: EB, ES, SES і 
BBE. 

EB (Errored Block) – блок з помилками – блок, в якому один або бі-
льше біт помилкові (блок – сукупність послідовних біт, що переда-
ються цифровим трактом).  

ES (Errored Second) – секунда з помилками – односекундний інтер-
вал часу з одним або більше блоків з помилками (EB). 

SES (Severely Errored Second) – секунда із серйозними помилками – 
односекундний інтервал часу, протягом якого сталось більше 30 % 
блоків з помилками (EB). SES – частина ES. 

BBE (Background Block Error) – блок з фоновою помилкою – блок з 
помилками, які не є частиною SES. 

На основі приведених понять введені такі параметри помилок: 
ESR – коефіцієнт секунд з помилками – відношення числа ES до 

всієї кількості секунд протягом інтервалу вимірювання. 
SESR – коефіцієнт секунд із серйозними помилками – відношення 

числа SES до всієї кількості секунд протягом інтервалу вимірювання. 
BBER – коефіцієнт блоків з фоновою помилкою  – відношення чи-

сла блоків BBE до всієї кількості блоків протягом інтервалу. 
Показники помилок підраховуються, тільки коли тракт знаходить-

ся в стані готовності. В рекомендаціях МСЭ-Т G.826 наведені норми 
на значення вказаних параметрів в залежності від швидкості переда-
вання в Мбіт/сек. 

Бурхливий розвиток волоконно-оптичної технології привів до 
встановлення більш жорстких норм на показники помилок в рамках 
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рекомендації МСЭ-Т G.828 [48]. Цей стандарт вперше вводить дифе-
ренціацію помилок за степенем їх важливості. В останні роки 
з’явились нові міжнародні стандарти з оцінки якості цифрових каналів 
(G.8201 [49], M.21xx та інші). 

Наостанок відзначимо, що для оцінки якості завадостійких кодів 
не можна обмежуватись лише тими показниками, які характеризують 
сам канал зв’язку і процес передавання повідомлень. Дуже важливі 
також інші параметри: тривалість і складність процедури декодуван-
ня, вартість апаратури кодування і декодування, швидкість коду. Де-
тальніше це питання буде розглянуто в розділі 9. 

1.7 Висновки до розділу 1 

При передаванні даних в каналах зв’язку виникають численні за-
вади, багато з яких неможливо усунути. Як випливає з теореми Шен-
нона–Хартлі, завади в каналі не накладають обмежень на точність пе-
редачі інформації. Обмеження накладаються тільки на швидкість пе-
редавання, за якої можна досягти як завгодно високої достовірності. 
Рішенням цієї проблеми на практиці може бути введення в  повідом-
лення, що передаються, додаткових контрольних символів, які дозво-
ляють відрізнити правильні повідомлення від помилкових.  

Введення надлишковості означає зменшення швидкості передаван-
ня, зменшення енергії, яка приходиться на канальний символ, та збіль-
шення числа помилок за межами демодулятора. Однак декодер дозволяє 
не тільки компенсувати зменшення продуктивності демодулятора, але і 
давати додатковий виграш. При цьому варто також пам’ятати, що ви-
граш по кодуванню представляє собою лише одну з характеристик зава-
достійких кодів.  

Задачу побудови оптимальних завадостійких кодів не можна 
розв’язати для всіх випадків відразу. В різноманітних сферах, де зараз 
використовується кодування, є свої особливості, свої критерії якості. 
Тому створені різні теоретичні моделі каналів і всі розробки в завадо-
стійкому кодуванні необхідно завжди розглядати з позицій відповід-
них каналів. 
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Розділ 2 
АНАЛІТИЧНІ ПРЕДСТАВЛЕННЯ ЦИКЛІЧНИХ КОДІВ 

2.1 Математичні основи циклічних кодів 

Розглянемо основні алгебраїчні структури, які використовуються в 
теорії завадостійкого кодування: групи, кільця, поля і векторні прос-
тори [50–52]. 

2.1.1 Групи 

Множина G  називається групою, якщо для будь-якої пари елемен-
тів a  і b  із цієї  множини визначена деяка операція (позначається  ) і 
виконуються 4 аксіоми: 

– замкнутості: для будь-якої пари елементів a  і b  з множини G
елемент bac   також належить цій множині; 

– асоціативності: для будь-якої пари елементів a , b  і c  з множи-
ни G  справедлива рівність: 

cbacba  )()( ; 

– існування одиниці: множина G  містить єдиний елемент e , який
називається одиничним, такий, що 

aaeea 

для будь-якого елемента a  із G ; 
– існування оберненого елемента: для будь-якого елемента a  з

множини G  існує єдиний елемент b  з G , який називається оберне-
ним елементу a , і такий, що 

eba    і  eab  . 

Група G  називається абелевою, якщо виконується також аксіома ко-
мутативності: для  будь-яких елементів a  і b  з G  справедлива рівність: 

abba  . 

Абелева група може бути комутативною або мультиплікативною. 
В комутативній абелевій групі групова операція називається додаван-
ням (позначається +), одиничний елемент називається нулем (позна-
чається 0), а обернений до елемента a  елемент записується як a , 
так, що  
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0)()(  aaaa . 

В мультиплікативній абелевій групі групова операція називається 
множенням (позначається  ), одиничний елемент називається одини-
цею (позначається 1), а обернений до елемента a  елемент записується 

як  1a , так, що 

111   aaaa . 

Приклади груп: цілі числа відносно операції додавання, додатні 
раціональні числа відносно операції множення. 

2.1.2 Кільця 

Кільцем R  називається комутативна абелева група, в якій визна-
чені  операція додавання (позначається +) і операція множення (поз-
начається сусіднім розташуванням) для будь-якої пари елементів і ви-
конуються такі аксіоми:  

– замкнутості: для будь-якої пари елементів a  і b  з R  елемент
abc   також належить R ; 
– асоціативності: для будь-яких елементів a  і b  з R  справедлива

рівність: 

cabbca )()(  ; 

– дистрибутивності: для будь-яких елементів a , b  і c  з R  спра-
ведливі рівності: 

bcabcba  )( ;

cabaacb  )( .

Кільце R  називається комутативним, якщо виконується також ак-
сіома комутативності: для будь-яких елементів a  і b  з R  справедли-
ва рівність 

baab  . 

Операція додавання в кільці R  має одиничний елемент, який на-
зивається нулем (позначається 0).  

Якщо кільце R  має одиничний елемент відносно операції мно-
ження, тоді воно називається кільцем з одиницею. Такий одиничний 
елемент називається одиницею (позначається 1) і для будь-якого еле-
мента з R  справедливі рівності 

aaa  11 .
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Відносно операції додавання кожний елемент кільця R  завжди 
має обернений йому елемент. Обернений елемент відносно операції 
множення не обов’язково існує. 

Приклади кілець: цілі числа відносно операцій додавання і мно-
ження, дійсні числа відносно операцій додавання і  множення. 

Варто згадати ще один приклад кільця, яке в подальшому буде ча-
сто використовуватись. Спочатку дамо означення. 

Вираз виду 
1

1
2

2
2

210)( 



  n

n
n

n xaxaxaxaaxf  ,        (2.1) 

де x – невизначена змінна, 12210 ,,,,,  nn aaaaa   – цілі числа,  

називається багаточленом )(xf  від x  степені 1n  з цілочисельними 

коефіцієнтами. 

Сумою )()()( xgxfxh   багаточлена (2.1) і багаточлена 

1
1

2
2

2
210)( 




  n
n

n
n xbxbxbxbbxg  ,       (2.2) 

де 12210 ,,,,,  nn bbbbb   – цілі числа, називається багаточлен  

 2
221100 )()()()( xbaxbabaxh . 

          1
11

2
22 )()( 




  n
nn

n
nn xbaxba . 

Добутком )()()( xgxfxh   багаточленів (2.1) і (2.2) називається 

багаточлен 

 2
221100 )()()()( xbaxbabaxh . 

1
11

2
22 )()( 




  n
nn

n
nn xbaxba . 

Можна довести, що розглянуті раніше багаточлени з цілочисель-
ними коефіцієнтами утворюють комутативне кільце [51]. 

2.1.3 Поля 

Полем F  називається комутативне кільце, в якому для будь-якого 
елемента a  поля: 

– завжди існує обернений йому елемент відносно додавання a  і

обернений йому елемент відносно множення 1a , такі, що 

1;0)( 1  aaaa ; 
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– завжди існує одиничний елемент відносно додавання, який нази-
вається нулем (позначається 0), і одиничний елемент відносно мно-
ження, який називається одиницею (позначається 1), такі, що 

aaa  00 , 
aaa 11 . 

Можна дати нестрогі означення розглянутих раніше алгебраїчних 
структур відносно елементарних арифметичних операцій: абелевою 
групою називається множина, в якій можна додавати і віднімати;  
кільцем – множина, в якій можна додавати, віднімати і множити; по-
лем – множина, в якій можна додавати, віднімати, множити і ділити.  

В полі F  під відніманням )( ba   розуміється )( ba  , а під ді-

ленням )/( ba  розуміється )( 1ab . Реалізацією ділення в полі F  є та-
кож операція скорочення, яка означає, що якщо acab  , то cb  . 

Багаточленом над полем F  називається вираз 
1

1
2

2
2

210)( 



  n

n
n

n xaxaxaxaaxf  , 

коефіцієнти ia  якого належать полю. 

В полі F , крім раніше розглянутих операцій додавання і множен-
ня багаточленів, визначена також операція їх ділення. Для будь-яких 

багаточленів )(xf  і )(xh  в полі справедлива рівність 

)()()()( xrxsxfxh  . 

В цьому випадку кажуть, що багаточлени )(xf  и )(xh  порівнянні: 

))((mod)()( xsxfxh  . 

Якщо 0)( xr , тоді багаточлен )(xf  ділить )(xh  або є дільником 

)(xh , а багаточлен )(xh  є кратним )(xf .  

Серед різних видів полів нас будуть цікавити поля зі скінченим 

числом елементів. Поле з q  елементами називається скінченим полем, 

або полем Галуа и позначається )(qGF . 

Найменше поле Галуа – це поле )2(GF  з двох елементів, які одно-

часно є одиничними елементами відносно операції додавання (еле-
мент 0) і операції множення (елемент 1). Операції додавання і мно-

ження в полі )2(GF  можна знайти, наприклад, в [24]. 
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Для будь-якого простого числа q  існує поле Галуа )(qGF  і тільки 

одне поле. Це поле можна узагальнити на поле із mq  елементів, які 

йменуються полем розширення )( mqGF , де m  – додатне ціле число.  

Відзначимо, що поле )( mqGF  містить всі елементи поля )(qGF , 

тобто поле )(qGF  є підполем поля )( mqGF . Наприклад, поле )2( mGF  

є полем розширення для поля )2(GF  і містить елементи 

)12(,,2,1,0 m . 

Якщо q  є степенем простого числа p  ( mpq  ), то елементами  

поля є всі багаточлени степеня 1m  або менше, коефіцієнти якого 

лежать в простому полі )( pGF . Позначимо кожний ненулевий еле-

мент i  із )2( mGF  багаточленом )(xi :

1
1,

2
2,1,0,)( 

 m
miiiii xxxx  . 

Правила додавання й множення таких багаточленів отримуються 
із раніше розглянутих операцій з багаточленами і подальшого приве-
дення результату по модулю до деякого спеціального багаточлена 

)(xp  степеня m . Цей багаточлен має важливу властивість – його не 

можна розкласти на більш прості множники, використовуючи тільки 

багаточлени із поля )( pGF . Такі багаточлени називаються незвідними. 

Відзначимо, що незвідні багаточлени аналогічні простим числам в 
арифметиці в тому сенсі, що вони також знаходяться способом простого 
перебору; таблиці незвідних багаточленів є в багатьох книгах [20, 53]. 

Розглянемо відмінність між двома різновидами незвідних багаточ-
ленів: тими, які належать  максимальному покажчику, і тими, що не 
належить до нього. 

Якщо незвідний багаточлен степені kn   входить в розкладання 

бінома 1nx  і при цьому 12  knn , тоді такий багаточлен належить 
максимальному покажчику і називається також примітивним. Цін-
ність примітивних багаточленів полягає в тому, що з їх допомогою 
можна представити елементи полів розширення і всі операції в полі, 
тобто фактично побудувати ці поля. Важливе практичне значення ма-
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ють примітивні багаточлени поля )2(GF , які визначають поля Галуа 

)2( mGF , що використовуються в кодах БЧХ і Ріда–Соломона. 

Якщо ж 12  knn , то такий незвідний багаточлен не належить 
максимальному покажчику і є непримітивним.  

2.1.4 Векторні простори 

Нехай F – деяке поле, а W– адитивна абелева група. Назвемо еле-
менти поля F скалярами, а елементи групи W– векторами.  

Група W називається векторним простором, якщо виконуються 
такі аксіоми:  

– замкнутості: для будь-якого скаляра a  із поля F  і будь-якого
вектора w із W є визначеним елемент aw , який належить W; 

– асоціативності: для будь-яких скалярів a  і b  із поля F  і будь-
якого w із W виконується рівність: 

( ) ( )ab w a bw ; 

– дистрибутивності: для будь-яких скалярів a  і b  із поля F  і
будь-яких векторів u  і w із W виконуються рівності: 

( )a b w aw bw   ; 

( )a u w au aw   . 

Прикладом векторного простору може служити множина багато-

членів від x  з коефіцієнтами із поля )(qGF . Векторами цього просто-

ру служать багаточлени. 
У векторному просторі W сума виду 

1 1 2 2 k ku a w a w a w    , 

де ia  – скаляри, 

називається лінійною комбінацією векторів 1 2, , , kw w w . 

Множина векторів 1 2, , kw w w  називається лінійно незалежною, 

якщо є ненульові скаляри kaaa ,, 21 , такі, що 

1 1 2 2 0k ka w a w a w    . 

Якщо ж згадана множина векторів не є лінійно залежною, тоді во-
на називається лінійно незалежною. В цьому випадку ніякий вектор із 
цієї множини не може бути представлений у вигляді лінійної комбіна-
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ції інших векторів. Відзначимо, що нульовий вектор 0 не може нале-
жати лінійно незалежній множині. 

Множина векторів 1 2, , kw w w  породжує векторний простір W, 

якщо будь-який вектор із W є лінійною комбінацією векторів цієї 
множини. Число лінійно незалежних векторів, які породжують прос-
тір W, називається розмірністю простору W. Сукупність k  лінійно не-
залежних векторів, які породжують k -мірний простір W, називається 
базисом простору W. 

Один й той ж векторний простір може породжувати різні множини 
лінійно незалежних векторів, але всі вони містять однакову кількість 
векторів, тобто мають однакову розмірність. Будь-яка сукупність, яка 
містить більше ніж k  векторів k -вимірного векторного простору, лі-
нійно залежна. 

З позицій лінійної алгебри множина всіх n -розрядних векторів 
утворює векторний простір, а його підпростором є множина кодових 
векторів. 

ОЗНАЧЕННЯ 2.1. Лінійний ),( kn -код є векторним підпросторем, 

який  породжений k2  кодовими векторами у векторному просторі, яке 

породжено n2  векторами.  
Інші властивості векторних просторів достатньо повно представ-

лені в класичних підручниках з кодування [24]. 

2.1.5 Циклічні коди і алгебра багаточленів 

Основна властивість циклічних кодів полягає в наступному. Якщо 
кодове слово 

),,,,( 1210  nn zzzzZ   

належить ( kn, )-коду   довжини n  і розмірності k , тоді будь-яке 

слово 

),,,,,,(" 1101  jnnjn zzzzzZ  , 

яке отримане циклічним зсувом на j  позицій всіх компонент цього 

коду, також буде належать коду   ( 2...1  nj ). 

Оскільки циклічний код є різновидом лінійних блокових кодів, 
тому кодові слова циклічного коду утворюють векторний підпростір 
відносно простору лінійних блокових кодів. 
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