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ПЕРЕДМОВА 

Електрошлакове зварювання і переплавка, плавка в дугових печах, 
характеризуються великими значеннями електричного струму: від од-
ного до декількох десятків кА. При таких значеннях струму електро-
магнітна сила від взаємодії струму з власним магнітним полем може 
принципово змінити характер подібного електротехнологічного про-
цесу, відносно того, що був би при помірних значеннях струму. Течія 
«робочої» рідини в полі цієї електромагнітної сили, з ненульовим ро-
тором, називається електровихровою течією (ЕВТ) [1, 2]. 

В теорії електровихрових течій основним параметром є параметр 
електровихрової течії S=µ0I2/ρν2. Для реальних технологічних процесів 
параметр S досягає значень 108...1010 і вище. Таким чином, реальна мо-
дель процесів, що відбуваються в замкнутих об’ємах сильнострумових 
електротехнологічних установок, повинна містити великий параметр S. 

Частина розрахунків в теорії ЕВТ, і не тільки аналітичними мето-
дами, була проведена при малих значеннях параметра, які не переви-
щували кількох тисяч, що пов’язано із загальною проблемою великого 
параметра. Важливість дослідження електровихрових течій в’язкої не-
стискуваної електропровідної рідини при великих значеннях парамет-
ра S визначається потребами практики в отриманні даних про гідро-
динаміку, які необхідні при проектуванні оптимальних технологій, 
конструкцій і режимів роботи установок. 

Теорію ЕВТ потрібно розглядати не тільки як один з розділів маг-
нітної гідродинаміки, але й загальної гідродинаміки, в якому дослі-
джується рух в своєрідному полі об’ємної електродинамічної сили. 

Навіть при великих струмах індукція власного магнітного поля 
струму не перевищує декількох сотих Тл. Струми, індуковані рухом 
рідини в такому полі, є вторинними і відносно основного струму малі.  
У випадку, коли ніяк не враховуються ці струми, то розрахунки вико-
нуються в електродинамічному наближенні. 

Розраховувалась і течія в шарі рідини в безіндукційному набли-
женні, коли нехтують впливом індукованого електричного струму в 
електропровідній течії на магнітне поле, але враховують індукований 
струм в електромагнітній силі. 

Вивчення ЕВТ в сукупності з іншими явищами, що впливають на 
гідродинаміку в робочих об’ємах електротехнологічних процесів, 
вплив форми цих об’ємів є також важливою частиною роботи. 



 7 

Актуальність досліджень ЕВТ і їх значення для загальної гідроди-
наміки обумовлені і особливостями задачі перенесення тепла в ЕВТ. Із 
відомих об’ємних сил в загальній гідродинаміці найбільш повно дос-
ліджено течію в полі об’ємної сили тяжіння, проявом якої є природна 
конвекція, що викликається неоднорідністю межових умов. Своєрід-
ність ЕВТ полягає в тому, що проходження електричного струму ви-
кликає джоулеве тепловиділення, неоднорідно розподілене по об’єму 
рідини. Дослідження електровихрових течій в сукупності з тепловою 
задачею є важливою прикладною задачею загальної гідродинаміки. 

Результати автора 1983–1987 років з тлумаченням фізичних аспек-
тів чисельного моделювання ЕВТ представлені в монографіях [2],  [3] 
і кандидатській дисертації автора [4]. В цій монографії здійснюється 
спроба дещо змістити акценти на особливості дослідження електрови-
хрових течій чисельними методами, на екстремальні властивості стру-
ктури цих течій, на зв’язок методів обчислювальної гідродинаміки з 
методами пошуку екстремуму. Виконано аналіз основних методів ро-
зрахунку течії в природних змінних – швидкість і тиск. Показана їх 
належність до класу екстремальних задач з обмеженнями, придатність 
для розв’язання важливих задач магнітної гідродинаміки. 

Вивчались транспортні властивості течії, властивості перенесення 
ЕВТ домішок в рідині, а також ЕВТ в присутності зовнішнього магні-
тного поля. Досліджувались умови і характер нестійкості електрових-
рової течії в магнітному полі кілець з електричним струмом, розміще-
них зовні, на поверхні робочої області.  

В останніх розділах розглянуті задачі проектування в технічній 
електродинаміці, що вимагають розв’язання екстремальних задач і до-
статньо повно характеризують відповідні методи. Суцільне середови-
ще [5], континуальна математика єднають частинні задачі цих розділів 
із задачами попередніх. 

Сильний зв’язок хвилеводів в направлених відгалужувачах є своє-
рідною проблемою великого параметра. Потрібно забезпечити перехід 
значної частини потужності у вторинний хвилевід. 

Стохастичний синтез антен вимагає врахування в екстремальній зада-
чі синтезу антен ще одного критерію. Розрахунки елементів області 
зв’язку відгалужувача, елементів антени значною мірою ґрунтуються на 
аналогії з гідродинамікою, з поширенням звуку. Теорія екстремальних за-
дач є основою оптимальної стохастичної стабілізації динамічних систем. 

В роботах і в монографії автор порівнював свої чисельні результа-
ти з результатами фізичних експериментів інших авторів. 
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1 ЕЛЕКТРОВИХРОВІ ТЕЧІЇ 

1.1 Прикладення теорії електровихрових течій 

Терміном «електровихрові течії» (ЕВТ) стали виділяти групу течій 
магнітної гідродинаміки, коли було накопичено достатньо експериме-
нтальних і теоретичних даних про поведінку рідини з електричним 
струмом. Походження терміну пов’язане з тим, що ці течії збуджу-
ються, по-перше, електричним струмом, по-друге, вони виникають 
через вихровий характер електромагнітної сили взаємодії струму з 
власним магнітним полем.  

Початок вивчення гідромеханіки рідини з електричним струмом  
є, мабуть, 1907 рік, коли було опубліковано статтю Нортрупа [1], в 
якій описувались досліди Герінга. При проходженні порівняно вели-
кого змінного струму через рідкий провідник в лотку, рідина стиску-
ється в поперек і спучується по довжині лотка. Герінг жартома назвав 
таку дію електромагнітних сил «пінч-ефектом». 

Наступний етап – перехід від вивчення статики рідини зі струмом 
до вивчення її руху пов’язаний з появою і розвитком електродугово-
го зварювання. Виявилось, що струмінь плазми в дузі, що є, як 
з’ясувалось пізніше, результатом дії електромагнітних сил, має велику 
швидкість. 

Першим, хто помітив, що електромагнітна сила, яка виникає при 
просторово розбіжному електричному розряді, не може бути ском-
пенсована силами тиску і, як наслідок, розряд повинен викликати 
ежекцію газу, ймовірно був Жигульов в 1960 році [6]. 

У 60 рр. з’явилися роботи з обтікання тіл електричним струмом, 
зокрема, по задачах про передню критичну точку, про диск, що обер-
тається,  які мають відношення до електровихрових течій. 

В 1961 році Гроздовський з співавторами побудували наближе-
ний розв’язок для конічного розряду в нев’язкій рідині. В 1969 році 
Лунквіст опублікував стоксовий розв’язок для ЕВТ з точковим дже-
релом електричного струму, що рівномірно розтікається в півпростір, 
заповнений електропровідною рідиною і обмежений металевою пове-
рхнею. Цю ж електровихрову течію дещо пізніше, однак вже на основі 
повних рівнянь руху, дослідили Шеркліф, Созоу, Шилова і Щербінін. 
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Далі в теорії електровихрових течій починається інтенсивний розви-
ток, який відображено в багатьох публікаціях [1, 2]. 

Відомо декілька напрямів теорії, що є цікавими і в прикладному 
плані, і з точки зору нових фізичних явищ. Сфера її використання до-
сить велика. Пояснення деяких природних явищ, таких, як торнадо, 
блискавка, електричні струмені в магнітосфері, збудження магнітного 
поля Землі і космічних тіл, містять ЕВТ як одну з можливих причин 
свого виникнення (наприклад, стаття Щербініна в журналі «Техника 
молодежи» 1978, №7 (54) Э. Щербинин – Факты и гипотезы о смер-
чах). Проте найбільш важливими є використання ЕВТ для технологіч-
них процесів із сильними струмами. 

На електровихрових течіях базується опис гідродинаміки багатьох 
сильнострумових технологічних процесів: електричні дуги, електрош-
лакове зварювання і переплавка, електролітичні методи отримання 
металів, МГД-сепарація, виробництво композитних матеріалів та ін-
ше. 

В МГД-сепараторах, які дозволяють сортувати частинки за щіль-
ністю і електропровідністю, дія циркуляційного руху ЕВТ на перемі-
шування частинок суттєво ускладнює процес сепарації. При виробни-
цтві композитних матеріалів в схрещених електричному і магнітному 
полях, що необхідно для отримання однорідного складу з двох мета-
лів, які відрізняються щільністю і електропровідністю, ускладнюється 
отримання «невагомості». 

Електровихрові рухи поблизу частинок в рідині зі струмом інтен-
сифікують і тепломасоперенесення. 

Електрошлакова технологія бере початок в роботах 50-х років, 
виконаних в Інституті електрозварювання ім. Є. О. Патона. Пошук оп-
тимальних з точки зору продуктивності і якості зварного шва режимів 
зварювання необхідно вести в сполученні з глибоким аналізом магні-
тогідродинамічних явищ в зварній ванні. 

Схема електрошлакового зварювання містить плавкий елект-
род, шлакову ванну (або флюс), який відіграє подвійну роль. По-
перше, внаслідок великого електроопору саме тут виділяється основна 
частина джоулевого тепла, що приводить до високої температури 
шлаку і плавленню метала в шлаковій ванні. По-друге, так як плав-
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лення електродного дроту відбувається без контакту з атмосферою, то 
практично відсутній угар металу і забезпечується його чистота. Між 
зварним швом і шлаковою ванною є перехідна рідиннометалева зона, 
процеси в якій в значній мірі визначають якість зварного шва. 

ЕВТ при електрошлаковому зварюванні створює нерівномірний 
тиск на дно шлакової ванни, тобто, на поверхню розділу шлак−рідкий 
метал. Струменевa течія, яка формується біля плавкого електрода, 
може проявляти суттєвий силовий вплив на профіль поверхні розділу. 
Профілі поверхні при зварюванні титаном під флюсом, отримані на 
основі розрахунків з використанням емпіричних залежностей, роблять 
зрозумілими явища, що супроводжують форсований режим зварюван-
ня [1, 2]. 

Із зростанням швидкості подачі електрода, що еквівалентно збі-
льшенню сили струму зварювання і зменшенню відстані між електро-
дами, збільшується прогин поверхні розділу. Найбільш нагріті об’єми 
шлаку переносяться ЕВТ від епіцентру виділення тепла поблизу плав-
кого електрода вглиб кратера шлакової ванни, викликаючи глибоке 
осьове проплавлення зварного шва. В результаті фронт кристалізації 
рухається до осі в радіальному напрямку і може захопити частину 
шлакового кратера при його достатній глибині. 

Технологія електрошлакового переплавлення (ЕШП) металу не 
має принципової відмінності від електрошлакового зварювання –  змі-
нюється лише призначення процесу, а саме: електрошлаковий переп-
лав призначений для отримання високоякісних зливків металу. Ви-
плавка металів в електропечах дозволяє сумістити процес виплавки з 
отриманням заготовок потрібної форми. При цьому під високою якіс-
тю зливка розуміємо не тільки якість металу, але й якість поверхні 
зливка, що дозволяє звести до мінімуму його подальшу обробку. 

Відмінність технологій ЕШЗ і ЕШП полягає в масштабному фак-
торі. Так, наприклад, якщо розмір зварного шва, як правило, 50...100 
мм, то розмір відливок, отримуваних при електрошлаковому перепла-
вленні, досягає 2 м. Відповідно необхідний для нормального процесу 
переплавлення струм складає декілька десятків кА. Величина струму 
зварювання має порядок 1..2 кА. На відміну від електрошлакового 
зварювання коефіцієнт заповнення кристалізатора при переплавленні 
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металу k2=d2/D2 (d – діаметр плавкого електрода, D – діаметр зливка) 
нерідко має значення, близьке до одиниці. З подальшого розгляду ви-
пливає, що вказана відмінність має суттєвий вплив на гідродинаміку 
розплаву. 

В ЕШП гідродинаміка шлаку впливає на гідродинаміку рідинно 
металевої ванни в більшій мірі перерозподілом теплових потоків, ніж 
визначає робочий режим плавлення і кристалізації. Гідродинаміка 
шлакової ванни має також суттєвий вплив на процеси рафінування в 
перегрітому синтетичному шлаку, які залежать від тепло-
масоперенесення. 

Наступною сферою застосування теорії ЕВТ є електричні дуги. 
Вони присутні в найрізноманітніших технологічних операціях (від 
отримання ультрадисперсійних порошків – до нанесення тонких мета-
лізованих покриттів); гідродинаміка електричної дуги може справляти 
вирішальний вплив на хід технологічного процесу. 

До технології електричної дуги тісно примикає технологія вакуу-
мно-дугового переплавлення. 

Принципова відмінність вакуумно-дугового переплавлення (ВДП) 
від електрошлакового полягає в тому, що електрод плавиться за раху-
нок теплової енергії дуги, що горить між плавким електродом і дзер-
калом рідиннометалевої ванни у вакуумі або в середовищі інертного 
газу. Друга особливість, що відрізняє ВДП від ЕШП, полягає в тому, 
що через високу температуру дуги і внаслідок дзеркала рідкого мета-
лу глибина рідинно металевої ванни виявляється суттєво більшою, 
ніж при ЕШП. 

Електровихрова течія в рідиннометалевій ванні бере участь у фо-
рмуванні фронту кристалізації, перенесенні легуючих домішок, а при 
взаємодії з електровихровою течією дуги – в рафінуванні, транспор-
туючи до поверхні гази і домішки. Очищення сприяє суттєвому під-
вищенню якості, надійності, довговічності виробів з так званих надсп-
лавів і високоміцних легованих конструкційних сталей. 

Як і в будь-якій стадії металургійного виробництва в електротех-
нологічних процесах ЕШЗ, ЕШП, і ВДП для їх вдосконалювання не-
обхідно комплексне дослідження гідродинаміки, тепло- і масопере-
несення. В залежності від гідродинаміки процес кристалізації може 
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мати складний характер і призводити до неоднорідності металу, погі-
ршення якості. 

Стає необхідним дослідження можливостей керування електро-
вихровими течіями. Представляють самостійний інтерес ЕВТ, які збу-
джуються не електричним струмом технологічного процесу, а ство-
рюються спеціально для управління. Накладання зовнішнього 
магнітного поля може значно вплинути на структуру течії, дозволяє 
добиватися необхідної якості зливка. 

Основу спецметалургії складає ЕШП. Слідом за ним йде ВДП. Це 
пояснюється головними перевагами ЕШП перед іншими переплавни-
ми процесами: простотою обладнання і високою економічною ефек-
тивністю при якості електрошлакового металу, практично рівноцінній 
вакуумно-дуговому. Такими показниками як фізична і хімічна однорі-
дність металу обумовлюється однорідність механічних властивостей, 
їх надзвичайно висока ізотропність. При будь-якому з переплавних 
процесів якість зливка завжди буде тим вища, чим чистіший початко-
вий метал (задачі технології розлиття, використання внутрішніх крис-
талізаторів та схема ЕШП розглянуті в [7]). 

Перспективність сильнострумових технологічних процесів підтве-
рджують і міркування, що пов’язані з охороною навколишного сере-
довища, і те, що деякі метали (алюміній, магній) в основному отри-
мують електролітичним шляхом в силу особливостей їх існування в 
природних умовах. Тому, для вдосконалення технології і обладнан-
ня доцільно досліджувати закономірності електровихрових течій. 

1.2 Постановка задачі 

В спільних роботах [8, 9], виконаних співробітниками лабораторії 
магнітної гідравліки Інституту фізики АН Латвійської РСР і Обчис-
лювального центру Латвійського держуніверситету, якісно вивчені 
основні властивості електровихрових течій в замкнутих об’ємах. Для 
циліндричної ємності з висотою, рівною радіусу, і електродами в тор-
цях розрахунки течій проводились у відносно невеликому інтервалі 
зміни параметра електровихрової течії S (S~I2), що не перевищував 
103. Було з’ясовано як впливають на тороїдальну електровихрову те-
чію струми, індуковані рухом рідини у власному магнітному полі. 
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Знайдено, що індуковані струми призводять до повільнішого зростан-
ня швидкості, ніж пропорційно S. 

Вплив зовнішнього магнітного поля досліджувався на прикладі 
ЕВТ в циліндричній ємності з висотою рівною діаметру, поміщеній 
в однорідне осьове магнітне поле. Поле викликає диференціальне 
обертання рідини, яке, в свою чергу, породжує вторинний тороїда-
льний рух, зворотний до електровихрового. В такому ж діапазоні 
параметра електровихрової течії (S≤103) була помічена зміна інтен-
сивності обертання рідини навколо осі симетрії зі зміною S. Ви-
явилось, що кінетична енергія меридіанної електровихрової течії 
частково передається обертальному руху, підживлюючи його. 

Як і у випадку оцінювання впливу індукованого струму, необхід-
ний для розуміння фізики явища результат був отриманий в обчис-
лювальному експерименті. Значення низки інтегральних характери-
стик, які при цьому були проаналізовані, в фізичному експерименті 
знайти було б складно. З допомогою методів обчислювальної гідроди-
наміки отримано якісні особливості перебудови структури течії зі збі-
льшенням зовнішнього магнітного поля. 

В розглянутих роботах відсутнє дослідження тепло- масоперене-
сення, яке необхідне у всіх випадках з ЕВТ. Використані значення па-
раметра S далекі від значень в реальних сильнострумових технологіч-
них процесах, де вони досягають величин 108÷1010.  

В. Ю. Сандлер (ВНИИЭТО) виконав розрахунки електро- вихро-
вих течій в циліндричній ємності для різних заглиблень плавкого 
електрода в рідиннометалеву ванну зі зміною параметра S в діапазоні 
від 450 до 4,5⋅106 [10]. Було отримано, що зі збільшенням S макси-
мум швидкості зміщується з осі симетрії. На основі розрахунку гід-
родинаміки шлакової ванни в [10] також вказується на можливість 
різних ситуацій при спільній електровихровій і тепловій конвекції. 

Таким чином, актуальною є задача дослідження електровихрових 
течій в замкнутих об’ємах при великих значеннях параметра S, від-
повідних параметрам реальних електротехнологічних процесів. 

Важлива прикладна задача полягає у вивченні властивостей не 
тільки електровихрових течій, що виникають від взаємодії струму з 
власним магнітним полем, але й ЕВТ із зовнішнім магнітним полем, а 
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також ЕВТ з тепловою конвекцією, викликаною джоулевим теплови-
діленням, співвідношення і частинного вкладу всіх джерел руху рідини 
в сильнострумових процесах. Для рідких об’ємів, найбільш характер-
них для практики форм, при цьому необхідно вивчити основні власти-
вості перенесення тепла і маси  електровихровими течіями.  

При великих значеннях параметра S в рідині може виникнути тур-
булентний рух. В роботах [11, 12], де була спроба наблизитись до 
умов реального процесу, використовувалась двопараметрична k~W 
модель, вибір найкращої для електровихрових течій моделі не прово-
дився. Також було відсутнє порівняння з експериментом. 

В спільній роботі [13] співробітниками Інституту фізики АН Лат-
війської РСР, Інституту електрозварювання ім. Є. О. Патона і Масса-
чусетського технологічного інституту виконано порівняння розрахун-
кової, за k~ε моделлю, і експериментальної залежностей максимальної 
середньої швидкості від струму. Похибка склала 10–20 %. 

Наявні тепер експериментальні дані для швидкостей турбулент-
них ЕВТ в ртутній моделі [14] дозволяють здійснити подальший розви-
ток теорії турбулентних ЕВТ, зробити вибір математичної моделі тур-
булентності, яка найбільш придатна для ЕВТ, її емпіричних констант. 

У відповідності зі сказаним вище, задачею нашого дослідження є 
продовження теоретичних робіт з вивчення електровихрових течій, отри-
мання їх адекватного опису, необхідного для правильного розуміння і ви-
користання гідродинаміки сильнострумових технологічних процесів. 

1.3 Вибір методу дослідження 

Серед методів теоретичного дослідження ЕВТ виразно прогляда-
ються два методи. Один з них, більш ранній, пов’язаний з отриманням 
точних рішень. Під точними рішеннями тут розуміють такі, які 
отримані з повних рівнянь руху без попереднього оцінювання і пода-
льшого відкидання тих чи інших членів рівнянь (це не стосується еле-
ктродинамічних величин, відносно яких для спрощення можуть бути 
прийняті припущення) [1].  

Точний розв’язок Θ(x, y) називається автомодельним, якщо при 
зміні y він зазнає тільки перетворення подібності по осях x і Θ. Для 
цього досить, щоб він мав вигляд 
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Θ(x, y)=α(y)⋅F[β(y)x]. 

Нелінійний характер рівнянь Нав’є–Стокса призводить до того, 
що число їх точних розв’язків вкрай обмежене. В основному, точні 
аналітичні розв’язки отримуються при розгляді течій, інваріантних 
вздовж деякого напряму в просторі, тобто зі зменшенням вимірності 
початкового простору задачі і течій, для опису яких можна перейти 
від початкової системи рівнянь в частинних похідних до звичайних 
диференціальних рівнянь (автомодельні розв’язки), тобто понизити 
порядок задачі. 

Цінність точних розв’язків полягає не тільки в безпосередній інфо-
рмації, яку вони дають, але й в можливості їх використання для переві-
рки справедливості припущень, що приймаються при побудові набли-
жених розв’язків, або як тестів при чисельному розв’язанні задач. 

Оптимальний метод дослідження знаходиться всередині області 
можливих підходів. Так, при математичному формулюванні задачі 
Ландау віддає перевагу її зведенню до звичайних диференціальних рі-
внянь, Фок розглядає рівняння в частинних похідних, інші дослідники 
намагаються звести її до алгебраїчних рівнянь. Навіть з врахуванням 
психологічних особливостей при аналітичних дослідженнях в задачах 
гідромеханіки підхід Ландау є найкращим з точки зору простоти ре-
зультату без втрати його фізичної загальності. 

При викладенні основ теорії бажано обмежуватися спрощеними 
адекватними моделями явищ, що розглядаються [15]. Але математич-
не дослідження спрощеної моделі не оптимальне у вказаному вище 
сенсі, тобто не є прийнятним при розв’язанні практичних задач, коли 
звичайно не можна обійтись розглядом тільки простої або тільки 
складної моделі і однією з них не можна замінити іншу. 

В ЕВТ задача розрахунку течії розв’язувалась в основному аналі-
тично. Знаходились автомодельні розв’язки, які в сферичній системі 
координат можна отримати, або розділяючи змінні в рівняннях, або 
вводячи деяку нову змінну, складену у вигляді комбінації координат 
системи. Другий підхід практикується при постановці задач в декар-
тових і циліндричних координатах, перший – в циліндричних і сфери-
чних координатах. Точні розв’язки дозволяють відчути якісні особли-
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вості електровихрових течій. Однак, як тільки робиться спроба описа-
ти реальні процеси або ускладнити задачу перенесенням тепла і маси, 
зовнішнім магнітним полем, можливості істотно зменшуються. Хоча 
якісні оцінки можливі і в таких випадках. 

Так, наприклад, задача дослідження течії поблизу малого електро-
да, якій присвячена велика кількість робіт, належить одному з добре 
відомих класів точних розв’язків в гідродинаміці в сферичних коор-
динатах. Однак, при її розв’язанні несподівано виникла проблема не-
лінійного розв’язку, суть якої полягає в тому, що розв’язки в’язких 
нелінійних рівнянь для меридіанних ЕВТ часто дають нерегулярне 
поле швидкості вже при порівняно малих значеннях струму, що про-
пускається через рідину. 

Оскільки при аналітичному дослідженні всього згаданого різно-
маніття сторін ЕВТ: ламінарного і турбулентного режимів, присутнос-
ті зовнішнього магнітного поля, впливу геометрії замкнутого об’єму і 
так далі можуть зустрітися непереборні труднощі, задача нашого дос-
лідження розглядалась в рамках обчислювальної гідродинаміки. 

В обчислювальній гідродинаміці оптимальним методом є метод 
різницевих схем [16]. В низці робіт розглядається метод кінцевих еле-
ментів – нестандартний метод отримання різницевих схем, що є од-
ним з видів варіаційно-різницевих методів. Другий різновид варіацій-
но-різницевого методу представлений в [17]. Задача розрахунку течії 
при цьому зводиться до задачі математичного програмування і 
розв’язується відомими в цій області методами оптимізації. Метод рі-
зницевих схем не тільки значно простіший, але й розв’язок при вико-
ристанні методу отримується більш природно. В подальшому застосо-
вуються його різноманітні варіанти. 

Далі наведена класифікація методів введення схемної в’язкості 
при розрахунку течії в’язкої нестискуваної рідини і опис методів об-
числювальної гідродинаміки, більшість з яких були випробувані на 
електровихрових течіях – новому класі течій в замкнутих об’ємах, які 
викликаються полем внутрішніх сил. Особливості вибору і застосу-
вання чисельних методів описуються додатково у відповідних розді-
лах. Наприклад, вибір методу розв’язання системи зі змінною 
в’язкістю викладено в розділі 5. 
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1.4 Чисельні методи 

Гідродинамічна частина всіх розглянутих в [4] задач 
розв’язувалась в змінних вихор швидкості – функція гідродинамічного 
струму (ω–ψ). Застосовувався нестаціонарний підхід, як найбільш 
природний, навіть у випадку знаходження стаціонарного розв’язку, 
коли можливий і інший, безпосередній, ітераційний розв’язок системи 
еліптичного типу [18, 19]. 

На кожному кроці в часі для рівняння перенесення вихору рівнян-
ня для функції струму ітерувалось до збіжності. ψ-рівняння 
розв’язувалось методом змінних напрямів з оптимальними по Жорда-
ну ітераційними параметрами [16] (або, в залежності від представ-
лення нестаціонарного члена, взаємно оберненими до них [20]). Зада-
ча знаходження цих параметрів розв’язана, мабуть, ще Золотарьовим 
[21]. 

Спосіб отримання оптимального релаксаційного параметра, фор-
мула Янга для розв’язку методом послідовної верхньої релаксації міс-
титься, наприклад, в [22, 17, 23]. 

Базові особливості використаних схем дискретизації рівнянь пе-
ренесення розглянемо на прикладі наступної одновимірної модельної 
крайової задачі: 

Lf = f ''+ v(x) f ' = –ϕ     (1.1)  

f(0) = f1,    f(1) = fN,      

де член з першою похідною відповідає конвективній складовій, ϕ –
 джерельний член. Заміною при дискретизації першої похідної f ' 
центральними різницями fx~   отримаємо центрально-різницеву схему 
(ЦР). Вона застосовується при моделюванні руху малої інтенсивності 
(при малих числах Рейнольдса) і відносно малих кроках сітки h [24]. 
Схема має другий порядок апроксимації. На границі застосовності (по 
«швидкості» v) вона породжує осцилюючі розв’язки. 

Схема з односторонніми різницями (правою різницевою похідною 
fx при v > 0 і лівою fx при v < 0 для апроксимації f ') монотонна (схема з 

коефіцієнтами Ai > 0, Bi > 0, Ci – Ai – Bi  ≥ 0), однак має перший порядок 
точності [16]. Схема з різницями проти потоку  (СРПП) – схема з 
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односторонніми різницями тільки при від’ємному знаку v в (1.1). Ши-
роко використовується СРПП, отримана методом контрольного 
об’єму [25] із рівняння з дивергентним записом конвективного члена 
– (vf)'. (Дивергентний запис використовується і для ЦР схеми.) 

Є також так звана друга схема з різницями проти потоку [26]. Її 
переваги продемонстровані Торрансом [24]. 

Представимо v у вигляді суми [16] 

v=v+ + v–,  v+=½(v + |v|)≥0, v–=½(v – |v|)≤ 0. 

Тоді для схеми з різницями проти потоку отримаємо вираз 

Λf=fx–x + v+fx + v–fx– = fx–x + vfx~ + (½h|v|fx–x + O (h2)) = 

= (1+R)fx–x + vfx~ + O(h2),    (1.2) 

де R=½h|v| – «різницеве число Рейнольдса», головний член помилки 
апроксимації СРПП, коефіцієнт штучної, схемної в’язкості (h – крок 
сітки). 

Щоб зберегти переваги СРПП і зменшити додаткову схемну 
в’язкість, Самарський запропонував використати для розв’язання за-
дачі (1.1) монотонну різницеву схему з односторонніми різницевими 
похідними для рівняння зі збуреними коефіцієнтами [16] 

L̂ f  = –ϕ,  L̂ f = χf'' + vf ',    (1.3) 
де χ=1/(1+R). 

В результаті отримуємо однорідну схему (СС)  

Λ̂f = χ fx–x + v+fx + v– fx–,    (1.4) 

похибка апроксимації задачі (1.1) якою рівна 

( 
 ̂ Λ – L) f = (χ-1) f " + R f " + O(h2) = R2/(1+R) f '' + 

+O (h2) = O (h2)   (оскільки R = O (h)).  (1.5) 

Така ж похибка буде й при центрально-різницевій схемі ~Λ, яка ап-
роксимує диференціальний оператор 

~
L f = (1 + χ) f " + v f ',     (1.6) 

де χ = R2/(1+R). 
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Загальне формулювання дискретного аналога з направленими різ-
ницями і корегуванням множенням (1.4) дано в [27], де в табл. 4.2 мі-
стяться корегуючі функції різних схем. Зокрема, для степеневої схеми, 
апроксимації експоненти 

χ = max (0, (1 – 
k
1  |R|)k ), 

де k = 5 (краще k = 8). 
Запишемо центрально-різницеву схему для (1.6) 

~
Λ f = (1+ R2/(1+R)) fx–x +v fx~.   (1.7) 

В’язкість в схемі (1.7) корегується доданням відповідного члена, 
тому далі таку схему будемо називати адитивною схемою Самарсь-
кого (АСС). З точністю до другого порядку така схема збігається з 
мультиплікативною формою (СС). 

Загальне формулювання класу схем з центральними різницями і з 
корегуванням додаванням тензорної (в багатовимірному випадку) 
в’язкості дав Фрязінов [28, 29, 30]. В подальшому розвитку схем цього 
класу [31] локально перевіряється необхідність корегування в кожній 
точці течії. 

Корегування додаванням для схем з різницями проти потоку поля-
гає в знаходженні оператора загального вигляду [32, с. 36] 

~
Λx(vi) fi = ∑

−=

1

1

λ
j

j  fi+j, 

де λj = ajvi +1 + bjvi + cj vi -1, i – індекс вузла. 
Довільні коефіцієнти визначаються з умови придушення осциля-

цій, отримання монотонності і другого порядку точності. Знайдено 

наступний вираз для χ в ~L (1.6): 

χ= –R + αh2 |v~x | + βh3 |vx–x |,   (1.8) 

де α і β – додатні константи, що визначають штучну в’язкість. 
В [32, с. 37] наведено також диференціальне рівняння, яке апрок-

симує схема з (1.8), вказані додаткові доданки, які можна було б 
включити в (1.8). 
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Схеми з центральними різницями і корегуванням в’язкості додат-
ковим множником розглянуті в [33]. 

До схем цього класу (схем експонентної підгонки) належить 
схема Ільїна [34, 33] (і χ в аналітичних дослідженнях – [35]): 

≈
L f = χ fx–x + v f~x,    (1.9) 

де χ = R⋅cthR (R>0). 
Вплив штучної дифузії проявляється при нахилі потоку по відно-

шенню до лінії сітки [36]. До схем, що враховують багатовимірність 
потоку, нахил вектора швидкості до сіткових ліній, належить і так 
звана коса схема, запропонована Рейнтбі [27, 37]. На кожній грані ко-
нтрольного об’єму в косій схемі величина f, що переноситься, розра-
ховується з врахуванням вектора (а не його компоненти) швидкості. 
Схема 9-ти точкова, різницеві рівняння містять значення невідомої в 
9-ти точках. При знаходженні значень в додаткових (до звичайних 5-
ти точкового шаблону) 4-х точках вони розраховуються по відомих з 
попередньої ітерації значенням. 

Межові умови для вихору на твердій стінці при розв’язанні сис-
теми Нав’є–Стокса в змінних вихор, функція струму (ω–ψ) мають ва-
жливе значення. В основному застосовувались межові умови Тома 
[24] і Грязнова–Полєжаєва [38]. При нульовому значенні ψ на гра-
ниці умови Тома в ортогональній криволінійній системі координат 
зводяться до 

ωГ = 2ψГ+1/h2Hn
 2, 

де h – крок сітки біля стінки по координаті, нормальній до стінки; Hn – 
коефіцієнт Ламе по цій координаті; ψГ+1 – значення функції струму в 
точці, розміщеній на відстані кроку від стінки. 

Суть апроксимації Грязнова–Полєжаєва полягає в тому, що для 
виконання різницевого аналогу умови прилипання (∂ψ/∂n)Г = 0 на ко-
жному кроці в часі для ω підправляється поле функції струму поблизу 
границі. Розрахункові області для вихору і функції струму не збіга-
ються. Межові умови для вихору на границі області Ω1 визначаються, 
виходячи з рівняння для функції струму. Область Ω1 розміщена всере-
дині основної області на відстані одного кроку сітки. 
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