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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ ТА СКОРОЧЕНЬ 

ОПР – особа, яка приймає рішення; 
ТНМ  – теорія нечітких множин; 
ФНР – функція напрямлених рівнів належності слабкої множини; 
Domh – область визначення відображення h; 
Imh – область значень відображення h; 
∀ – квантор загальності; 
∃ – квантор існування; 
∨ – диз'юнкція; 
∧ – кон'юнкція; 
⇔ – еквівалентно; 
≡ – рівносильно; 
df
= , 

df
⇔  – дорівнює та рівносильно за означенням; 

♦ – кінець доведення; 

A~ , B~  – загальне позначення нечітких множин; 

A
~~

, B
~~

 – загальне позначення слабких множин; 

Aχ  – характеристична функція звичайної множини A; 

Mα  – простір (множина) ненапрямлених рівнів належності; 

Sα , Dα  – строгий та нестрогий лінійні порядки на Mα ; 

Eα , αE  – відношення рівності та нерівності на Mα ; 

min Mα  або ∧Mα −  мінімальний  ненапрямлений рівень належності; 

max Mα або ∨Mα – максимальний ненапрямлений рівень належності; 

Mω = {+, –} – простір напрямленостей рівнів належності; 

Sω , Dω – строгий та нестрогий лінійні порядки на Mω ; 

Eω , ωE  – відношення рівності та нерівності на Mω ; 

min Mω = – – мінімальна напрямленість рівнів належності; 

max Mω = + – максимальна напрямленість рівнів належності; 

Mαω – простір напрямлених рівнів належності; 

Sαω , Dαω – строгий та нестрогий лінійні порядки на Mαω ; 

Eαω , αωE  – відношення рівності та нерівності на Mαω ; 

maxMαω = 1+ – максимальний напрямлений рівень належності; 

minMαω = 0– – мінімальний напрямлений рівень належності; 
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supM  або ∨M – верхня точна грань підмножини M простору напрям-
лених рівнів належності; 

infM  або ∧Mαω – нижня точна грань підмножини M простору напря-
млених рівнів належності; 

νA : X → Mαω  – функція (напрямлених) рівнів слабкої множини A
~~

; 

αA : X → Mα  – функція ненапрямлених рівнів слабкої множини A
~~

; 

ωA : X → Mω  –  функція напрямленостей слабкої множини A
~~

; 

card A
~~

 – потужність (кардинальне число) слабкої множини A
~~

; 

∅
~~

, −0
~~

 – пуста слабка множина; 

X
~~

, +1
~~

 – повна слабка множина; 

supp A
~~

 – носій слабкої множини A
~~

; 

AX− , AX+  – відповідно класи негативної та позитивної напрямленос-

тей слабкої множини A
~~

; 

AD− , AD+  – відповідно класи негативної та позитивної напрямленос-

тей звичайної множини D відносно слабкої множини A
~~

; 

℘( +1
~~

) – множина всіх слабких підмножин довільного універсума; 

℘( X
~~

) – множина всіх слабких підмножин універсума X; 

℘( A
~~

) – множина всіх слабких підмножин слабкої множини A
~~

; 
]a; b[,  [a; b] – числовий інтервал та числовий відрізок; 

]αω; βψ[ – інтервал напрямленої осі координат; 

[αω; βψ] – відрізок напрямленої осі координат; 

Mαω , ρM – метричний простір з метрикою ρM, заданий на множині 

напрямлених рівнів належності Mαω ; 

ρM – метрика в просторі напрямлених рівнів належності; 

ρR – звичайна евклідова метрика на множині дійсних чисел; 

OM( 0ω
0α , ε) – відкритий шар метричного простору Mαω, ρM з центром 

в точці ω
0α  і радіусом ε; 

OM[ 0ω
0α , ε] – замкнений шар метричного простору Mαω, ρM з 

центром в точці ω
0α  і радіусом ε; 

OM (αω, ε) – ε-окіл напрямленого рівня належності αω; 
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R( A
~~

) – множина всіх реалізацій слабкої множини A
~~

; 

)
~

,
~~

( BAR  – множина реалізацій слабкої множини A
~~

, обумовлена зверху 

нечіткою реалізацією B~ ; 

)
~

,
~~

( BAR  – множина реалізацій слабкої множини A
~~

, обумовлена знизу 

нечіткою реалізацією B~ ; 

)
~

,
~

,
~~

( 21 AAAR  – множина реалізацій слабкої множини A
~~

, обумовлена звер-

ху нечіткою реалізацією 1
~A  та знизу нечіткою реалізацією 2

~A ; 

)
~~

(AK  – довільна множина реалізацій слабкої множини A
~~

; 

A , A  – верхня та нижня реалізації слабкої множини A
~~

; 

A~ , A~  – верхня та нижня нечіткі реалізації слабкої множини A
~~

; 
KA , KA  – відповідно верхня та нижня реалізації слабкої множини A

~~
 

на множині реалізацій K; 

A , A  – обумовлена верхня та обумовлена нижня реалізації слабкої 

множини A
~~

; 
sup A, inf A – верхня та нижня точні грані множини A; 

Dx∈
sup νA(x) – верхня точна грань напрямлених рівнів належності елеме-

нтів множини D відносно слабкої множини A
~~

; 

Dx∈
inf νA(x) – нижня точна грань напрямлених рівнів належності елемен-

тів множини D відносно слабкої множини A
~~

; 

MαA,  MωA  – множина рівнів та множина напрямленостей слабкої 

множини  A
~~

; 

f−1 – обернена функція; 

f−1(A) – повний прообраз множини A при відображенні f; 
N – множина всіх натуральних чисел; 
R – множина дійсних чисел; 

R+ – множина додатних дійсних чисел; 

R+0 – множина додатних дійсних чисел з нулем (R+0 = {0}∪R+); 

A
~~+ , A

~~− , A
~~±  – позитивно, негативна та змішано напрямлені слабкі 

множини. 
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ВСТУП 

В цій роботі автори пропонують основні засади нової теорії слаб-
ких множин, яка покликана узагальнити існуючі теорії звичайних (ка-
нторових) та нечітких множин і, з цієї точки зору, може здобути важ-
ливе загальнотеоретичне значення. 

В останні роки стрімко зростають роль та можливості інформацій-
них технологій і тому з'являються додаткові можливості для постанов-
ки та розв’язання актуальних для науки та практики нових задач в 
умовах недостатності та недовизначеності даних [1], які традиційно 
вважаються одними із найбільш складних. 

Проблеми математичного моделювання та розв'язання таких задач 
випливають із того, що, як часто відзначав Ю. Б. Гермейєр [2, 3], існує 
тільки один об’єктивний та строгий математичний результат, який мо-
жна отримати за максимінним принципом [4–6]. Якщо цей принцип 
або результат його використання неприйнятний для особи, яка прий-
має рішення (ОПР), то залишається використовувати експертні оцінки 
та суб’єктивні гіпотези щодо невизначених параметрів об’єкта моде-
лювання. З цією метою в останні десятиліття широко застосовуються 
нечіткі множини та лінгвістичні змінні, які дозволяють зменшити не-
визначеність даних за рахунок використання їх нечітких описів. Але 
теорія нечітких множин (ТНМ) має такі особливості, які призводять 
до низки принципових проблем у процесі використання нечітких 
множин як інструменту моделювання невизначених параметрів склад-
них систем. На ці проблеми неодноразово звертали увагу як прихиль-
ники, так і супротивники цієї теорії [7]. Основні із цих проблем  
пов’язані з тим, що: 

1. Аксіоматичні основи ТНМ не дозволяють знайти таку інтерпре-
тацію ступенів належності нечіткій множині, щоб одержати якесь 
об’єктивне джерело (або розрахунковий алгоритм) для визначення їх 
значень. Тому експертні оцінки становлять єдине джерело для одер-
жання функцій належності нечітких множин. 

2. Аксіоматика ТНМ реалізована так, що ТНМ не має істотних фор-
мальних засобів для обмеження впливу суб’єктивних рішень експерта 
на результат визначення функції належності й формального контролю 
несуперечності цих рішень. 
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3. Між станом недовизначеності (коли відомі тільки границі прос-
тору невизначеності) і станом нечіткого подання невизначеного пара-
метра (коли стають відомими значення ступенів належності всіх еле-
ментів простору невизначеності) існує істотний логічний розрив, що 
значно ускладнює роботу експерта. 

Тому є доцільною та актуальною передбачена в цій роботі розроб-
ка нових підходів до математичного моделювання складних систем в 
умовах невизначеності даних, які дозволять зняти або значно зменши-
ти гостроту відзначених проблем, а також дозволять моделювати неви-
значені параметри складних систем в умовах відсутності не тільки чи-
слових, а навіть нечітких та лінгвістичних значень цих параметрів. 

Звичайно, нічого не може заважати використанню теорії слабких 
множин, як і будь-якої іншої математичної теорії, для розв’язування  
різних прикладних задач за умови адекватної та зручної інтерпретації 
цих задач за допомогою аксіом та теоретичних понять нової теорії. 
Однак автори розглядають нову теорію в першу чергу як інструмент 
моделювання складних систем в умовах невизначеності даних. Тому 
виклад формальних математичних положень теорії та доведення тео-
рем по можливості орієнтовані не тільки на професійних математиків, 
але й на спеціалістів прикладних галузей науки, які цікавляться мате-
матичним моделюванням складних систем в інформаційних ситуаціях 
з високим рівнем невизначеності вихідних даних. 

В першому розділі монографії розглянуті передумови теорії слаб-
ких множин. Показано, що теорія слабких множин як інструмент мо-
делювання складних систем в умовах невизначеності даних, за заду-
мом авторів, повинна заповнити прогалину між станом повної неви-
значеності параметрів задачі, коли на універсумі цих параметрів не за-
дано ніяких математичних структур окрім самого універсума, та ста-
ном їх нечіткого опису, який може бути здійснений засобами теорії не-
чітких множин. Новий стан опису невизначених параметрів, який по-
винен передувати стану нечіткого опису цих параметрів, названо авто-
рами слабким. Дослідження, виконані авторами, показують, що такий 
опис може бути самодостатнім для остаточного прийняття рішень в 
умовах невизначеності даних. 
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В другому розділі роботи вводяться основні поняття нової теорії, 
зокрема поняття напрямленого рівня належності та простору напрям-
лених рівнів належності.  Розглядаються властивості введених понять 
та порівнюються з аналогічними, властивостями звичайних та нечіт-
ких множин. Розглядаються також властивості слабких множин, які не 
мають аналогів серед властивостей звичайних та нечітких множин. 
Вводяться основні бінарні відношення слабких множин, доводяться 
теореми про властивості цих відношень. 

В третьому розділі пропонується геометрична інтерпретація слаб-
ких множин, вводяться необхідні для такої інтерпретації нові поняття 
та наводяться приклади геометричного зображення слабких множин в 
звичайних декартових та спеціально введених напрямлених осях ко-
ординат. Вводиться геометрична інтерпретація відношення включення 
слабких множин в звичайних декартових та напрямлених осях коор-
динат. Наводяться рекомендації щодо використання звичайних декар-
тових та напрямлених осей координат для геометричного зображення 
слабких множин. 

В четвертому розділі вводиться поняття відстані між напрямлени-
ми рівнями належності слабкій множині, що дає можливість означити 
метричні характеристики слабких множин та, зокрема, поняття їх не-
перервності. 

П’ятий розділ роботи присвячений вивченню особливостей зв’язку 
між звичайними, нечіткими та слабкими множинами. Для розкриття 
сутності цього зв’язку вводяться важливі для теорії слабких множин 
поняття нечіткої та звичайної реалізацій слабкої множини та розгля-
даються їх властивості. Вводяться та розглядаються також різні види 
слабких множин в залежності від їх властивостей. 

В шостому розділі представлено принцип узагальнення для слаб-
ких множин та розглянуті звичайні функції слабкого аргументу.  Дове-
дені теореми, які дозволяють для реалізації розрахунків з використан-
ням введеного принципу узагальнення для слабких множин викорис-
товувати відомі методи пошуку верхніх (нижніх) граней звичайних 
множин, а також методів мінімізація (максимізації) скалярних функ-
цій. Наведені приклади визначення образів слабких множин при зви-
чайних відображеннях. 
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Текст монографії написаний В. В. Камінським з використанням 
матеріалів його кандидатської дисертації [8], виконаної під керівницт-
вом професора Б. І. Мокіна, та результатів, отриманих авторами в ро-
ботах [9–23], написаних як до, так і після захисту дисертації. В моног-
рафію включено також нові результати. Зокрема розглянуто новий пі-
дхід до формалізації простору напрямлених рівнів належності слабких 
множин, розглянуті основні бінарні відношення слабких множин, по-
казано, що їх властивості збігаються із аналогічними властивостями 
звичайних та нечітких множин, виконано детальний аналіз зв’язку між 
слабкими, нечіткими та звичайними множинами, доведено низку но-
вих теорем. 

Загальне редагування книги здійснено професором Б. І. Мокіним. 
Автори висловлюють подяку доценту кафедри моделювання та 

моніторингу складних систем А. В. Камінському за участь в обгово-
ренні основних положень теорії слабких множин, корисні поради та 
ідеї, які допомогли довести низку найбільш складних теорем. 

Автори висловлюють також подяку С. Ш. Кациву та І. М. Романю-
ку за багатолітні плідні дискусії в заснованому ними спільно з  
В. В. Камінським математичному семінарі «КаКаРо», завдяки якому 
були створені необхідні передумови для розробки теорії слабких мно-
жин. 
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Р О З Д І Л  1 

ПЕРЕДУМОВИ ТЕОРІЇ СЛАБКИХ МНОЖИН 

За останні 30–40 років методами математичного моделювання, те-
орії систем  [24–39] та теорії ідентифікації систем [40–47] отримана 
значна кількість результатів з дослідження та оптимізації складних си-
стем в умовах різного забезпечення необхідними даними. Створені 
методи математичного моделювання та оптимізації складних систем в 
умовах як детермінованих [2, 48–60], так і стохастичних даних [61–
67], зроблені значні кроки в напрямку розв’язання задач з невизначе-
ними даними [3–6, 67, 68]. Розроблені математичні методи та моделі 
широко використовуються в різних галузях науки та техніки [69–76].  

З появою теорії нечітких множин вона почала активно використо-
вуватись як засіб моделювання складних систем в умовах невизначе-
ності даних. З’явилась можливість використовувати нечіткий опис не-
визначених параметрів таких систем, який став проміжним між ста-
ном невизначеності числових значень параметрів системи та відомими 
їх числовими значеннями. Нечіткі множини та лінгвістичні змінні  
стали інструментом опису параметрів гуманістичних систем, в яких 
традиційний числовий опис міг викликати значні труднощі або бути 
неможливим взагалі. 

Теорія нечітких множин має також важливе загальне теоретичне 
значення. Це пов’язано з тим, що поняття множини є одним із основ-
них первинних понять, на яких базується сучасна математика [77–79]. 
Тому поява в 1965 році роботи Л. Заде [80], в якій введено більш зага-
льне поняття нечіткої множини, обумовила бурхливий розвиток теорії 
нечітких множин та перегляд багатьох математичних фундаменталь-
них понять, теорій і концепцій з метою розширення їх на більш зага-
льний випадок нечітких множин. 

Таке розширення основоположних математичних понять привело 
фактично до створення математики нечіткості, яка в окремому випад-
ку переходить в межі звичайних математичних теорій, що базуються 
на понятті звичайної (чіткої) множини у відповідності до того, як нечі-
тка множина в окремому випадку її функції належності переходить в 
звичайну множину. 
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Математичні теорії прийняття рішень та автоматичного керування 
в умовах невизначеності даних одними із перших сприйняли та поча-
ли використовувати концепції теорії нечітких множин. З точки зору 
цих теорій з’явилась можливість в просторі невизначеності параметрів 
задачі задати нечіткий опис цих невизначених параметрів та в резуль-
таті його використання отримати деякий нечіткий розв’язок (дивись, 
наприклад, [81–87]). 

Таким чином Л. Заде поширив математичний формалізм до рівня, 
коли чіткі значення параметрів в деякому універсумі задачі не існують, 
або не сформовані, або невідомі, але обов’язково існують їх нечіткі 
описи у вигляді нечітких множин із заданими їх функціями належнос-
ті. Тим самим між станом повної невизначеності параметрів задачі, 
коли на універсумі цих параметрів не задано ніяких математичних 
структур, окрім самого універсума, та станом визначеності, коли в 
універсумі задані чіткі значення параметрів, з’явився проміжний стан 
нечітко заданих параметрів. 

Математика нечіткості розробляє методи роботи з такими нечітки-
ми об’єктами, але її формалізм не має ніякого відношення до того, де 
взялися ці нечіткі об’єкти. 

Це типова і законна ситуація для математичних теорій. Наприклад, 
математичні теорії та методи традиційної математики працюють там, 
де задані деякі детерміновані дані. Математичний формалізм не має 
ніякого відношення до того, як їх отримати. Це залишається концепту-
альною проблемою, в окремому випадку – проблемою фізичних вимі-
рів. 

Теорія ймовірностей працює тільки там, де відомі ймовірності ви-
падкових подій, функції розподілу ймовірностей випадкових величин, 
точок, векторів тощо. 

Аксіоматична теорія ймовірностей [88–91], як формальна матема-
тична теорія, не має ніякого відношення до того, де взялися ці ймовір-
ності та функції розподілу ймовірностей. Проблеми отримання функ-
цій розподілення ймовірностей лежать за межами цієї теорії і вимага-
ють виконання масових експериментів за умови наявності їх статисти-
чної стійкості, що дає можливість інтерпретувати ймовірність як час-
тоту появи тієї чи іншої випадкової події в статистичному експеримен-
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ті. Якщо виконання відповідного експерименту неможливе з тієї чи 
іншої причини, або відсутня статистична стійкість його результатів, то 
для визначення функцій розподілу ймовірностей залишається можли-
вість використовувати експертні оцінки. Але в цьому випадку ймовір-
ність повинна бути інтерпретована як суб’єктивний ступінь впевнено-
сті експерта в можливості настання тієї чи іншої випадкової події. 

При цьому слід звернути особливу увагу на той факт, що аксіома-
тика теорії ймовірності реалізована так, що дозволяє досить суттєво 
обмежити суб’єктивні експертні оцінки значень функції розподілу 
ймовірності та співвідношень між ними. Дійсно, експертні оцінки фу-
нкції розподілу ймовірностей повинні відповідати всім аксіомам теорії 
ймовірностей [88–92], як окремому випадку теорії міри [93, 94]. А це 
означає, що свобода експерта вже на чисто формальному рівні досить 
суттєво обмежена, і це дозволяє формально контролювати можливі 
принципові помилки експерта і тим самим уникнути їх. Наприклад, 
експерт не може задати диференціальний закон розподілення ймовір-
ностей настільки довільно, що його інтеграл по області можливих зна-
чень випадкової величини не буде дорівнювати одиниці. За цих та ін-
ших подібних умов на чисто формальному рівні вже можна буде при-
йти до висновку, що експертні оцінки утримують помилку. 

У випадку теорії нечітких множин її формальні закони не дозво-
ляють зробити нічого подібного – значення функції належності в ме-
жах відрізка [0; 1] та співвідношення між ними формально можуть бу-
ти довільними. Тому теорія нечітких множин не має суттєвих форма-
льних засобів для обмеження впливу суб’єктивних рішень експерта на 
результат визначення функції належності і формального контролю не-
суперечності цих рішень. Крім того її аксіоматичні основи не дозво-
ляють знайти таку інтерпретацію ступенів належності нечіткій мно-
жині, щоб одержати якесь об’єктивне джерело (або розрахунковий ал-
горитм) для визначення їх значень, як це має місце, наприклад, у тієї ж 
таки теорії ймовірності. 

В цьому зв’язку відзначимо, що тут ми не беремо до уваги наукові 
роботи,  в яких нечіткі множини розглядаються як проекції випадко-

вих множин [95–98]. В цьому випадку ступінь належності μA(x) еле-

мента x нечіткій множині A~  інтерпретується як ймовірність того, що 
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елемент x належить деякій випадковій множині B, для якої нечітка 

множина A~  є проекцією, тобто μA(x) = P(x∈B). В такому випадку 

з’являється можливість, використовуючи частотну інтерпретацію ймо-

вірності, визначати належність елемента x нечіткій множині A~  на ос-
нові статистичного експерименту. Однак при цьому втрачається інтер-
претація ступеня належності нечіткій множині, як ступеня відповідно-

сті елемента x визначальній властивості множини A~ , а саме така інте-
рпретація формально відповідає класичному розумінню нечіткості. 
Крім того, що дуже важливо, однозначний перехід від нечіткої до ви-
падкової множини неможливий – різні випадкові величини можуть ма-
ти однакову проекцію. З цих причин в цій роботі інтерпретація нечіт-
ких множин як проекцій випадкових множин не розглядається. 

Таким чином, в рамках класичного розуміння нечіткості суб’єктив-
ні експертні оцінки на цей час є єдиним джерелом для визначення фу-
нкцій належності нечітких множин. Тому отримані з їх допомогою ре-
зультати можуть значною мірою залежати як від самого експерта, так і 
від методу проведення експертної процедури. А для того, щоб задати 
нечітке значення невизначеного параметра, необхідно призначити кож-
ному елементу його простору невизначеності ступінь належності нечі-
ткому значенню цього параметра. Якщо невизначений параметр моде-
люється лінгвістичною змінною [99], то те саме необхідно зробити для 
всіх нечітких множин, які відповідають лінгвістичним значенням цьо-
го параметра. У передмові до роботи [82] М. М. Моісеєв справедливо 
зазначив, що отримані таким способом функції належності завжди за-
лишаються тільки гіпотезами. 

Із наведеного вище випливає, що між станом повної невизначенос-
ті (коли відомі тільки границі простору невизначеності) і станом нечі-
ткого подання невизначеного параметра (коли стають відомими зна-
чення ступенів належності всіх елементів простору невизначеності) 
існує істотний логічний розрив, який значно ускладнює роботу експе-
рта. Тому, з означених причин, важливо між станом повної невизначе-
ності та станом нечіткого подання невизначених параметрів ввести та-
кий проміжний стан, досягнення якого було б значно простішим для 
експерта. 
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Такий стан надалі будемо називати станом слабкого опису неви-
значених параметрів. Цей стан повинен передувати нечіткому стану, і 
в ньому повинні формуватись більш загальні, в порівнянні з нечіткими 
множинами, математичні структури, та діяти деякі формальні закони, 
які обмежували б суб’єктивні рішення експерта в процесі переходу від 
слабкого до нечіткого стану невизначеного параметра та контролюва-
ли несуперечність такого переходу. 

Більше того було б доцільно забезпечити можливість чисто фор-
мального (без участі експерта) переходу від стану слабкого до стану 
нечіткого опису невизначеного параметра. Це дало б можливість на 
заключній стадії формування нечіткого опису невизначеного парамет-
ра різко обмежити рамки суб’єктивних рішень експерта або навіть по-
вністю їх усунути. 

З теоретичної та практичної точки зору було б доцільно, щоб слаб-
кий опис мав також самостійне значення, тобто міг складати повно-
цінну альтернативу нечіткому опису невизначеного параметра і міг ви-
користовуватись незалежно від останнього, якщо з його допомогою 
може бути досягнута мета, поставлена дослідником, або у випадку, ко-
ли  нечіткий опис з деяких причин взагалі неможливий, недоцільний 
чи пов’язаний із значними труднощами. 

Із викладеного вище випливає, що одна із основних задач, постав-
лених в цій роботі, яка полягає в розробці засад теорії, котра дозволи-
ла б досягнути такої мети, є актуальною та може мати велике теорети-
чне і практичне значення. 

Наступні розділи роботи присвячено розробці засад теорії слабких 
множин, яка у кінцевому підсумку повинна давати можливість: 

• моделювати параметри складних систем на такому високому рі-
вні їх невизначеності, коли невідомі не тільки детерміновані, але на-
віть і нечітко задані значення цих параметрів; 

• використовувати слабкий рівень опису невизначених параметрів 
складних систем, як проміжний між повною невизначеністю та нечіт-
ким поданням цих параметрів; 

• обмежувати суб’єктивний вплив експерта на результат переходу 
від слабкого до нечіткого стану невизначеного параметра та забезпе-
чити формальний контроль несуперечності такого переходу; 
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• забезпечити можливість чисто формального несуперечного пе-
реходу від стану слабкого до стану нечіткого опису невизначеного па-
раметра без участі експерта взагалі; 

• використовувати слабкий рівень опису невизначених параметрів 
складних систем як самодостатній для розв’язування задач оптималь-
ного проектування та керування складними системами в умовах неви-
значеності частини необхідних вихідних даних; 

• забезпечити можливість створення слабкого опису невизначених 
параметрів складної системи без використання суб’єктивних експерт-
них оцінок цих параметрів, базуючись лише на об’єктивних даних про  
відомі параметри системи. 

Пояснення того, як можна інтерпретувати формалізм теорії слаб-
ких множин в процесі моделювання невизначених параметрів склад-
них систем, дано в розділі 5, де розглянуто зв’язок між слабкими та 
нечіткими множинами. 

В розділі 6 будуть наведені приклади слабкого опису невизначених 
параметрів задачі та визначення значень звичайних функцій зі слабко 
заданими аргументами. 

На завершення зробимо зауваження з приводу правомірності та 
доцільності використання терміну «множина» в назві нового поняття 
«слабка множина», яке вводиться авторами в цій роботі. 

Як відомо, на множині всіх підмножин будь-якої універсальної 
множини X діють закони булевої алгебри з основними операціями 
об’єднання, перетину та доповнення множин. Саме цей факт асоцію-
ється з терміном множина. 

Для нечітких підмножин універсума X із заданими для них анало-
гічними операціями закони булевої алгебри в повному обсязі не вико-
нуються, але виконуються всі закони квазібулевої алгебри, яку ще на-
зивають алгеброю Де Моргана [100]. 

 В алгебрі  Де Моргана в загальному випадку не виконуються за-
кони виключеного третього та суперечності:  

A~  ∩ ¬ A~  = ∅; 

A~  ∪ ¬ A~  = X, 
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де A~  – довільна нечітка підмножина універсума X, ∅ – пуста мно-

жина. 
Додатково до законів алгебри Де Моргана для будь-яких нечітких 

підмножин A~ , B~  універсума X виконується умова Кліні 

( A~  ∩ ¬ A~ ) ⊆ ( B~  ∪ ¬ B~ ), 

яку можна також записати у вигляді тотожності: 

( A~  ∩ ¬ A~ ) ∩ ( B~  ∪ ¬ B~ ) = ( A~  ∩ ¬ A~ ). 

Останню рівність називають умовою нормальності. 
Нормальна квазібулева алгебра називається алгеброю Кліні  

[100–102].  
Таким чином, алгеброю нечітких множин є алгебра Кліні, в якій 

виконуються всі закони булевої алгебри, окрім законів виключеного 
третього та суперечності, які ослабляються до умови нормальності. На 
цій підставі цілком виправдовується використання терміну «множина» 
в назві нечітких множин. 

В цій роботі вводиться новий більш універсальний клас множин – 
слабкі множини, розглядаються зв’язки між звичайними, нечіткими та 
слабкими множинами, але алгебра слабких множин, як така авторами 
не розглядається. Їй буде присвячена наступна монографія, в якій буде 
також показано, що слабкі множини підкоряються всім законам алгеб-
ри Кліні, а також мають деякі притаманні тільки їм особливості. Це 
дозволяє стверджувати, що слабкі множини є повноцінними представ-
никами класу множин. 
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Р О З Д І Л  2 
ПОНЯТТЯ СЛАБКОЇ МНОЖИНИ. 

ОСНОВНІ ОЗНАЧЕННЯ ТА ХАРАКТЕРИСТИКИ 

Як відомо, звичайна множина A в універсумі X повністю задається 

своєю характеристичною функцією }1;0{:χ →XA , де {0; 1} – двоеле-

ментна множина – область прибуття функції Aχ . 

Назвемо цю область простором ступенів належності звичайної 
множини A. Цей простір складається із двох лінійно упорядкованих 
елементів, один із яких (елемент 0) є мінімальним та одночасно най-
меншим елементом простору {0; 1}, а другий (елемент 1) – максима-
льним і одночасно найбільшим елементом цього простору. 

Будь-який елемент x універсума X належить множині A тоді та 
тільки тоді, коли його ступінь належності дорівнює найбільшому зна-

ченню належності, тобто  1)(χ =xA , що записують у вигляді x∈A. Для 

того, щоб довільний елемент x∈X не належав множині A необхідно і 

достатньо, щоб його ступінь належності дорівнював найменшому сту-

пеню належності, тобто 0)(χ =xA , що звичайно записується у вигляді 

x∉A. Таким чином ступінь належності елемента універсума звичайній 

множині може мати тільки два значення: або найбільше, яке відповідає 
випадку належності елемента множині A, або найменше, яке відпові-
дає випадку неналежності елемента множині A. 

Нечітку множину A~  в універсумі X можна ототожнити з її функці-

єю належності LXA →:μ , де L – простір ступенів належностей нечіт-

кої множини A~ . 

В найпростішому випадку L = [0; 1]. При цьому ступені належнос-

ті в просторі L лінійно упорядковані звичайним чином, а мінімальний 
min L та максимальний max L елементи цього простору відповідно до-

рівнюють minL  = 0, maxL  = 1. Елемент minL  є одночасно най-

меншим, а елемент maxL  – найбільшим в просторі L. 
В якості простору належностей нечіткої множини використовують 

також відрізок [−1; +1] (дивись, наприклад, роботу [103]), числову вісь 

[104], дистрибутивну ґратку [105, 106] та інші множини, наділені де-
якою структурою [106–110]. 
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Для того, щоб забезпечити можливість виконання основних опе-
рацій перетину та об’єднання нечітких множин із збереженням влас-
тивостей цих операцій, притаманних алгебрі звичайних множин, про-
стір L повинен бути частково упорядкованим, а для  будь-якої пари 
елементів цього простору повинні існувати верхня та нижня точні 
грані (в окремому випадку це можуть бути найменший та найбільший 
і одночасно мінімальний та максимальний елементи). А для того, щоб 
в універсумі X могли існувати елементи, які повністю належать або 

повністю не належать нечіткій множині A~ , в просторі L повинні існу-

вати найбільший ∨L та найменший ∧L елементи, які одночасно будуть 

його мінімальним minL  та максимальним maxL  елементами. 
В такому випадку можна прийняти, що довільний елемент x уні-

версума X не належить нечіткій множині тільки тоді, коли його ступінь 
належності дорівнює найменшому елементу простору L, тобто вико-

нується умова LxA min)(μ = . В усіх інших випадках елемент універ-

сума в тій чи іншій мірі буде належати нечіткій множині A~ . Повну на-

лежність елемента x нечіткій множині A~  можна пов’язати з виконан-

ням умови LxA max)(μ = . 

Таким чином, ступені належності елементів універсума нечіткій 
множині можуть приймати більше двох значень. 

Далі буде показано, що слабку множину теж можна ототожнити з 

деякою векторною функцією виду MXA →:ν , де M – простір рівнів 

належності елементів універсума слабкій множині. 
Перед означенням слабкої множини спочатку формалізуємо понят-

тя простору рівнів належності M, який буде виступати аналогом по-
няття простору ступенів належності L елементів універсума нечіткій 
множині, але буде відрізнятись від останнього як формально, так і се-
мантично. 

2.1 Простір напрямлених рівнів належності 

Множину αM , яка утримує найменший та найбільший елементи 

відносно заданого на ній бінарного відношення нестрогого досконало-
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