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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ 

АЧХ амплітудно-частотна характеристика; 

АУП автоматична установка пожежогасіння; 

ЛУП логічний управляючий пристрій; 

ЛЧ лінійна частина; 

НЧ нелінійна частина; 

НС нелінійна система; 

ННОУ нелінійний нестаціонарний об’єкт управління; 

НОУ нелінійний об’єкт управління; 

ПЗ параметричні збурення; 

РЕ релейний елемент; 

РС релейна система; 

ТП технологічний процес; 

ФЧХ фазо-частотна характеристика; 

ФТ фазова траєкторія. 
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ВСТУП 

В наш час розвитку промисловості в Україні важливою задачею є 
розробка високотехнологічних автоматичних систем управління, які 
забезпечують високонадійне управління складними нелінійними не-
стаціонарними об’єктами. Збільшені вимоги до якості та точності 
управління приводять до необхідності використання законів логічного 
управління. Для формування таких законів управління в автоматичних 
системах застосовуються логічні управляючі пристрої, які дають мож-
ливість покращити динамічні властивості таких систем. 

Логічне управління нині широко використовується при керуванні 
нестаціонарними об’єктами, параметри яких і завади, що діють на ці 
об’єкти в процесі їх роботи, змінюються в широких межах. Із самої сут-
ності такого управління випливає, що динаміка автоматичних систем 
цього класу описується нелінійними диференціальними рівняннями. 

Для дослідження режимів роботи системи та залежності їх від па-
раметрів елементів в інженерній практиці широке застосування знахо-
дять наближені методи моделювання і, зокрема, метод гармонічної 
лінеаризації, які дають можливість визначити вищі гармоніки та уточ-
нити амплітуду й частоту основної гармоніки. При цьому слід особли-
во підкреслити, що дуже важко забезпечити незмінність параметрів 
систем будь-якого класу при їх використанні у реальних промислових 
умовах, в яких практично неможливо позбутися від таких неконтро-
льованих збурень як температура, вологість, запиленість, вібрації, 
електромагнітні завади, тощо. Першою задачею аналізу автоматичних 
систем управління з логічними управляючими пристроями є задача 
оцінки їх стійкості. Задача про абсолютну стійкість нелінійних неста-
ціонарних автоматичних систем була поставлена радянськими вчени-
ми А. І. Лур’є та В. Н. Постніковим в 1944 році [33]. Це була перша 
спроба визначення стійкості систем зі змінними параметрами. В 
розв’язок цієї задачі внесли вклад Н. Н. Красовський [27], 
В. Я. Якубович [101], А. М. Лєтов [32], Б. І. Мокін, С. В. Юхимчук, 
зарубіжні дослідники А. Акер, М. Фрідман, Г. Зеймс, Дж. Віллемс. 
Румунський вчений В. М. Попов запропонував критерій стійкості, 
який дозволяв визначати стійкість систем, параметри нелінійних еле-
ментів яких змінюються під дією різноманітних факторів. У 1973 році 
Є. С. П’ятницьким було доведено, що критерій В. М. Попова не є не-
обхідною умовою абсолютної стійкості [53]. Новий підхід до 
розв’язання задач оцінки стійкості систем при зміні параметрів запро-
понував російський вчений В. Л. Харітонов [71].  
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Однак, існуючі методи моделювання автоматичних систем з логі-
чними управляючими пристроями не враховують зміни параметрів 
релейних давачів, що формують вхідні сигнали логічних управляючих 
пристроїв при впливі на них неконтрольованих параметричних збу-
рень. Такі зміни можуть призвести до того, що самі автоколивання 
стають нестійкими.  

Тому потребує розв’язання задача моделювання та дослідження 
параметрів автоколивань в автоматичних системах, що керуються ло-
гічними управляючими пристроями, при неконтрольованих змінах па-
раметрів сигналів релейних датчиків. При цьому необхідно розв’язати 
такі задачі: провести аналіз параметричних збурень, що виникають в 
процесі функціонування систем у реальних промислових умовах, 
сприяють появі  неконтрольованих змін їх параметрів та впливають на 
роботу автоматичних систем з логічними управляючими пристроями; 
розробити метод моделювання автоматичної системи з управляючими 
логічними пристроями (ЛУП) при впливі на них неконтрольованих 
параметричних збурень; розробити узагальнений підхід до аналізу 
впливу неконтрольованих параметричних збурень на стійкість авто-
матичних системи з ЛУП; отримати математичні співвідношення для 
визначення коефіцієнтів гармонічної лінеаризації логічних управляю-
чих пристроїв при впливі на них неконтрольованих параметричних 
збурень; розробити математичні моделі автоколивань при впливі не-
контрольованих параметричних збурень в системі; розробити метод 
оцінки впливу неконтрольованих параметричних збурень на стійкість 
автоматичних систем з ЛУП; розробити метод аналізу стійкості авто-
матичних систем з ЛУП при впливі неконтрольованих параметричних 
збурень; розробити узагальнену методику дослідження автоматичних 
систем з ЛУП при впливі неконтрольованих параметричних збурень, 
яка дозволить визначити залежність режимів роботи системи від її 
структури, від параметрів її елементів, величини та виду зовнішнього 
впливу, параметричних збурень, і оцінити стійкість системи на етапах 
розробки, проектування та особливо в процесі експлуатації системи, 
коли час на прийняття рішень і відповідне налаштування систем об-
межений.  

Метою цієї роботи є розробка нових та удосконалення існуючих 
підходів та методів моделювання автоматичних систем з логічними 
управляючими пристроями для забезпечення стійкого функціонування 
таких систем в реальних промислових умовах, що сприяють появі  не-
контрольованих змін їх параметрів. 

7 



1 АНАЛІЗ СУЧАСНОГО СТАНУ  
МОДЕЛЮВАННЯ АВТОМАТИЧНИХ СИСТЕМ  

З ЛОГІЧНИМИ УПРАВЛЯЮЧИМИ ПРИСТРОЯМИ 

Для дослідження, проектування та ефективного використання ав-
томатичних систем з логічними законами управління необхідно мати 
можливість визначити залежність режимів роботи системи від її стру-
ктури, від параметрів елементів, величини та виду зовнішнього впли-
ву, параметричних збурень, оцінити стійкість системи. Оскільки бі-
льшість таких систем відносяться до класу релейних систем та систем 
з логічними управляючими пристроями, то розглянемо сучасний стан 
методів моделювання та дослідження процесів в нелінійних автомати-
чних системах. 

1.1 Особливості функціонування систем 
з логічними управляючими пристроями 

В сучасній техніці знаходять широке застосування логічні при-
строї різних типів [2, 6, 7, 11, 18, 35, 39, 60, 61]. Їх особливістю є те, 
що вони здійснюють переробку вхідної інформації в управляючі ко-
манди у відповідності з заданим логічним алгоритмом. 

Так, в автоматизованих системах управління складними техноло-
гічними процесами комплекс управляючих логічних пристроїв здійс-
нює послідовність логічних операцій управління (переключень), захи-
сту та сигналізації. В цих системах основними функціями управляю-
чих логічних пристроїв є контроль ходу процесу і стану обладнання; 
управління виконавчими механізмами в режимах пуску, зупинок, змі-
ни навантаження, включення регуляторів, розпізнавання аварійних 
ситуацій; сигналізація про них та їх попередження.  

Отже більшість таких систем протягом довготривалого часу змі-
нюють (або підтримують незмінними) певні фізичні величини (коор-
динати рухомого об’єкта, швидкість руху, електричну напругу, часто-
ту, температуру, тиск, гучність звуку тощо) в заданому управляючому 
процесі. До таких систем можна віднести автоматичні регулятори, си-
стеми спостереження, автопілоти, системи управління курсом тощо. 
Особливістю структури таких систем є наявність зворотного зв’язку, 
який дозволяє інформацію про стан об’єкту управління  передати в 
пристрій керування. Тобто системи, що розглядаються у роботі, від-
носяться до класу замкнених нелінійних систем [5], які включають 
релейні системи та системи з логічними управляючими пристроями. 

Як показано в [1, 4, 8, 60, 61, 67, 72], використання нелінійних за-
конів управління, що визначаються різноманітними нелінійними рів-
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няннями управляючого пристрою, значно розширює можливості доці-
льного змінення якості процесу управління. Незважаючи на те, що не 
має загальної теорії нелінійних алгоритмів, дослідження та викорис-
тання певних видів таких алгоритмів показує їх велику практичну 
ефективність [45, 65]. Це визначає актуальність їх теоретичного ви-
вчання. 

В [6] наводиться класифікація нелінійних алгоритмів управління, 
яка включає: 

− функціональні; 
− логічні; 
− оптимізуючі; 
− параметричні. 
Нелінійні алгоритми управління порівняно з лінійними надають 

системам управління принципово нові властивості. Якщо при ліній-
ному алгоритмі завжди виробляється сигнал пропорційний вхідній 
змінній або її похідній, то при  нелінійному алгоритмі може суттєво 
змінюватись сам характер дії системи керування на об’єкт в залежнос-
ті від величини вхідного впливу. Тобто, для лінійних систем зміна ві-
дхилення це зміна тільки масштабу але не форми процесів, а для нелі-
нійних систем можлива зміна форми процесу навіть до принципових 
якісних змін процесів. 

На даний час в умовах збільшення вимог до якості і точності в су-
часних системах управління складними об’єктами, параметри яких під 
впливом діючих збурень змінюються в широких діапазонах, приво-
дять, врешті решт, до необхідності використання в автоматичних сис-
темах логічних нелінійних законів управління, а саме: законів логіч-
ного управління, які реалізуються за допомогою не функціональних, 
але менш чи більш складних логічних пристроїв.  

Слід відмітити, що в системах автоматичного управління логічні 
пристрої використовуються для покращення динамічних властивостей 
системи; вони формують управляючий вплив – логічний закон управ-
ління. В цих системах логічний управляючий пристрій є складовою 
частиною регулятора. Вихідний сигнал логічного пристрою змінюєть-
ся при реалізації на його входах певних умов, заданих логічним алго-
ритмом. Для реалізації логічної функції можуть бути використані таки 
нелінійні елементи як електромагнітні реле, тригери, електронні пе-
ремикачі, магнітні підсилювачі та інші елементи.  

Так, в широко розповсюджених в даний час системах охоронної та 
пожежної сигналізації, системах обмеження доступу, системах телеві-
зійного спостереження, використовують релейні елементи для форму-
вання заданих законів управління системою. 
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Однак, заміна в таких системах релейних елементів на ЛУП до-
зволяє суттєво покращити динамічні властивості системи та стійкість 
роботи, забезпечити створення складних логічних законів управління, 
збільшення точності, надійності функціонування системи та високо-
економічність процесу управління з точки зору витрат електроресурсу 
за допомогою простих технічних засобів. Так, на рисунку 1.1 предста-
влений фрагмент функціональної схеми системи регулювання темпе-
ратури в теплиці. 

Рисунок 1.1 – Фрагмент функціональної схеми  
автоматичної системи регулювання температури в теплиці 

Основним принципом роботи системи в теплиці є за-
пуск/відключення електрообладнання, а саме: 

- спрацьовування температурного давача всередині теплиці при-
водить до запуску/відключення системи вентиляції, підігріву, зволо-
ження повітря, наприклад – температура повітря у приміщенні нижча 
заданої – запускається система підігріву повітря, тобто збільшується 
температура повітря у приміщенні; 

- вентиляція запускається у випадку збільшеної температури або 
вологості повітря, виключаючи умови, коли температура повітря у 
приміщенні стає вищою заданої; 

- спрацьовування давача вологості, налагодженого на мінімум, 
приводить до автоматичного запуску системи зволоження повітря. 
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Інша система, фрагмент функціональної схеми якої зображений на 
рисунку 1.2, призначена для автоматичного регулювання температури 
процесу випарювання соку в цукровому виробництві за допомогою 
давачів, релейних елементів та ЛУП, який формує логічний закон 
управління.  

Рисунок 1.2 – Фрагмент функціональної схеми  
автоматичної системи регулювання температури  

процесу випарювання соку в цукровому виробництві 

Сік готується при високій температурі, яка контролюється датчи-
ком, сік випарюється в випарному апараті, вниз заливається вода, яка 
починає нагріватися, і пара підіймається догори, підігріває екстракт із 
цукрового буряку. ЛУП контролює процес випарювання, поки сік не 
починає стікати через спеціальний кран, отриманий продукт стерилі-
зується під дією температури.  

Системи відеоспостереження за технологічними процесами необхід-
ні в тих випадках, коли присутність людини поруч зі спостережуваним 
об'єктом небажана, небезпечна чи просто неможлива. Такі системи та-
кож складаються з релейних елементів та ЛУП і тому при проектуванні і 
експлуатації таких систем виникають вище розглянуті задачі. 

Як показано в [73], особливої уваги з точку зору надійності та 
стійкості, потребують системи пожежної сигналізації, а саме – систе-
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ми пожежогасіння. На даний час ведуться роботи з впровадження на 
залізничному транспорті України самохідного швидкісного автомати-
зованого пожежного поїзда, здатного гасити пожежі за допомогою ав-
томатичних систем пожежогасіння. 

Узагальнимо структурні схеми релейних систем з ЛУП. Така 
структурна схема зображена на рисунку 1.3. 

 

y

 
 

Рисунок 1.3 – Схема замкненої автоматичної системи  
з логічним управляючим пристроєм 

 
При проектуванні та експлуатації автоматичних систем з ЛУП по-

стає задача дослідження, аналізу, прогнозування впливу параметрич-
них збурень елементів системи, що можуть призвести не тільки до 
суттєвого зниження характеристик надійності та стійкості систем, але 
й до виходу системи з ладу. Це особливо важливо для систем пожежо-
гасіння [88], відеоспостереження та інших систем критичного засто-
сування. 

Слід відмітити, що особливістю багатьох автоматичних систем з 
релейними елементами, які працюють за логічними законами управ-
ління, є наявність автоколивань, які для систем одного класу є голов-
ним робочим режимом, а для систем іншого класу – є причиною пере-
ходу системи в нестійкий стан. Так для вимірювання низки механіч-
них величин, в першу чергу лінійних та кутових швидкостей та прис-
корень, широко використовуються ІВС, які побудовані на основі елек-
тромеханічних компенсаційних систем, що працюють у режимі авто-
коливань [40, 72]. 

Як показано вище, роботи сучасних наукових шкіл дозволяють 
розв’язувати задачі аналізу лише обмеженого класу нелінійних неста-
ціонарних систем. Тому розробка методів дослідження таких систем є 
актуальною науковою проблемою, розв’язання якої дає можливість 
створювати нові методи моделювання такого класу систем, розробля-
ти пристрої з показниками, що перевищують існуючі. 



1.2 Методи моделювання автоматичних систем 
з релейними пристроями 

Добре відомо [72], що сама назва релейних систем обумовлюється 
наявністю в їх структурі різноманітних релейних елементів, класифі-
кація яких представлена на рисунку 1.4. Завдяки значному збільшен-
ню потужності релейних елементів, а також простоті та швидкодії, 
релейні системи знайшли широке застосування в різноманітних обла-
стях техніки [22, 46]. Одною з характерних особливостей релейних 
автоматичних систем є можливість виникнення періодичних рухів, які 
підтримуються як за рахунок зовнішніх періодичних збудників, так і 
за рахунок сил, які залежать від стану системи. Такі періодичні рухи 
називають автоколивальними, або інколи – автоколиваннями [21]. До-
слідження таких рухів зводиться до встановлення факту існування 
цього виду руху, до визначення його частоти і амплітуди, і, нарешті, 
до дослідження стійкості такого руху [65, 103, 104].  

Рисунок 1.4 – Класифікація релейних систем  
за видом характеристики релейного елемента 

Точне визначення умов існування автоколивань, їх частоти і амп-
літуди, а також дослідження стійкості автоколивань в загальному ви-
падку для нелінійних систем є достатньо складною задачею. Але для 
релейних систем, завдяки специфічним властивостям релейних елеме-
нтів, ця задача може бути вирішена порівняно просто. 

При наявності автоколивань всі величини, що характеризують 
стан релейної системи, змінюються періодично [64, 105, 106]. Зрозу-
міло, якщо вхідна величина релейного елемента є періодичною функ-
цією, то вихідна величина релейного елемента, яка надходить на лі-
нійну частину системи, буде являти собою періодичну послідовність 
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прямокутних імпульсів, яка буде визначати форму вихідної величини 
релейного елемента в періодичному режимі роботи розглядуваних си-
стем. 

Дослідження періодичних режимів в релейних системах і, частко-
во, автоколивань зводиться до вивчення впливу періодичної послідов-
ності прямокутних імпульсів на лінійну частину системи і пошуку її 
параметрів, що задовольняють умові існування періодичних режимів 
[72]. 

Розглянемо існуючий узагальнений підхід до моделювання релей-
них систем на прикладі найпростішої релейної автоматичної системи 
(рисунок – 1.5) у вигляді послідовного з’єднання релейної ланки та 
лінійної частини системи, які охоплені від’ємним зворотним зв’язком, 
причому на вхід цієї системи подається сигнал ( )tf , на вхід релейного 
елемента подається сигнал ( )tx , на його виході – ( )ty , а вихідний сиг-
нал лінійної частини розглядуваної системи ( )tz . 

ЛУП)(tf )(tx )(ty )(tz
РЕ

Рисунок 1.5 − Структура найпростішої релейної автоматичної системи 

Зрозуміло, що автоколивання в релейних автоматичних системах 
являють собою періодичний режим, причому, якщо в релейній авто-
матичній системі мають місце автоколивання, то всі величини, які ха-
рактеризують її стан, змінюються періодично з частотою автоколи-
вань 0ωω = .  

Якщо позначити періодичні зміни ( )tx , ( )ty , ( )tz  через 
)(~),(~),(~ tztytx , то рівняння замкненої релейної системи буде мати ви-

гляд: 

{ } { }));(~()()(~ σtxLpWtxL Φ−= ,  (1.1) 

де )( pW  – передатна функція лінійної частини релейної системи; 
( )pY = { }));(~( σtxL Φ  – рівняння релейного елемента в операторній фо-

рмі. 
Рівняння (1.1) для розімкненої релейної автоматичної системи бу-

де мати той же вигляд  

{ } { }));(~()()(~ σtxLpWtzL Φ−= .        (1.2) 
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Розв’язок рівнянь (1.1), (1.2) повинен задовольняти умови переми-
кання, які визначаються виглядом характеристики релейного елемента 

);( σxΦ (рисунок 1.6) 

а б 
Рисунок 1.6 – Характеристика релейного елемента: 

а – без зони нечутливості; 
б – з зоною нечутливості і гістерезисом. 

Так, в [72] розглядаються умови відповідного моменту переклю-
чення і напрямку переключення для автоколивальних режимів най-
простіших релейних систем при різних характеристиках релейних 
елементів (при наявності і відсутності зони нечутливості і гістерезису) 
представлені на рисунку 1.6.  

Такі умови є умовами існування автоколивань в релейних систе-
мах [21, 46]. Для отримання простих, але достатньо загальних резуль-
татів в [73] розглядається релейна система без зони нечутливості і гіс-
терезису. Для цього релейну систему розмикають на вході релейного 
елемента і подають на вхід розімкненої системи гармонічний періоди-
чний сигнал з частотою 0ω . Зрозуміло, в установлюваному режимі, 
вихідна величина лінійної частини системи, а відповідно, і розімкне-
ної релейної системи ( )tz  описуватимуться періодичною функцією 

)(~ tz , яку можна визначити за допомогою співвідношень, наведених в
[65]. 

Так, в [72] показано, що якщо ця періодична функція )(~ tz  всере-

дині інтервалу 
ω
π

<< t0  не буде дорівнювати 0, тобто в загальному 
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випадку зсув фаз між вхідним сигналом )(~ tx  та вихідним )(~ tz  буде
відрізнятися від π , то цей зсув фаз є функцією частоти ω  вхідного 
сигналу )(~ tx . При зміненні частоти ω  зовнішнього періодичного
впливу буде змінюватися і цей зсув фаз, при цьому можлива ситуація, 
коли при деякому значенні частоти зовнішнього впливу 0ωω =  зсув 
фаз дорівнюватиме π . Тоді, якщо вихід і вхід релейної системи за-
мкнути таким чином, щоб )(~ tz = – )(~ tx , та одночасно зняти зовнішній
вплив, то в системі не відбудеться ніяких змін, тому що )(~ tz  не зале-
жить від форми вхідної величини релейного елемента. Таким чином в 
системі будуть мати місце коливання тієї ж частоти 0ω , але ці коли-
вання виникають не за рахунок зовнішнього впливу, а за рахунок ста-
ну замкненої релейної системи, тобто в системі мають місце автоко-
ливання. 

Як показано в роботі [73], зсув фаз між )(~ tx  та )(~ tz  буде дорівню-
вати π , коли виконуються умови 










>

=

.0)(~

;0)(~

0

0

ω
π
ω
π

z

z


    (1.3) 

Причому, якщо остання нерівність у співвідношенні (1.3) буде 
протилежною, то зсув фаз буде дорівнювати нулю; якщо врахувати 
умови замикання )(~ tx = – )(~ tz  для замкненої релейної системи, то
співвідношення (1.3) можна представити у вигляді: 

.0)(~

,0)(~

0

0

<

=

ω
π
ω
π

x

x


      (1.4) 

Умови (1.3) та (1.4) визначають умови балансу фаз, які є умовами 
виникнення автоколивань в автоматичних систем з ЛУП.  

Причому в [72] відмічається, що баланс амплітуд в цьому випадку 
не є визначальним, тому що при відсутності зони нечутливості вихід-
на величина розімкненої релейної системи )(~ tz  не залежить від амплі-
туди зовнішнього вхідного сигналу, а при наявності зони нечутливості 
у релейному елементі зміна амплітуди вхідного сигналу буде вплива-
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ти лише на зсув фаз і відносну тривалість імпульсів на виході релей-
ного елемента. Знайдені умови існування автоколивань передбачають, 

що )(~. tx неперервна. Тобто в момент переключення
0ω
π

=t  праве і ліве

значення похідної )(~. tx повинні бути рівними, тобто задовольняти 
умову: 

=
+

)(
.~

0ω
πx )(

.~
0ω
π

−

x .           (1.5) 

Якщо )(~. tx  при 
0ω
π

=t не задовольняє умові (1.5), тобто 

≠
+

)(~
0

.

ω
πx )(~

0

.

ω
π−

x , то в цьому випадку умови відповідного напрямку пе-

реключення стають невизначеними. Оскільки факт переключення ре-
лейного елемента є наслідком стану системи, який є на момент перек-
лючення, то умови переключення будуть визначатися у вигляді спів-
відношень, отриманих в [52], 

,

,0)(
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0

0
0





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χ
ω
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      (1.6) 

Таким чином, при наявності стрибка )(~. tx  в моменти переключен-
ня, умова існування автоколивань при наявності гістерезису представ-
ляються виразами, запропонованими в [72, 52]: 

.
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


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ω
πγ

ω
π
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x
            (1.7) 

де 00 >χ  відповідає додатному гістерезису, тобто спрацювання реле 
відбувається при значенні вхідного сигналу 0χ=x , а 00 <χ  – негати-
вному гістерезису, тобто спрацювання реле відбувається при значенні 
вхідного сигналу 0χ=x . 
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При наявності зони нечутливості і гістерезису умови існування ав-
токоливань запишуться у вигляді, отриманому в [64], 
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











<

<

=

,0)(
.~

;)(~

0

0
0

ω
πγ

λχ
ω
πγ

x

x

            (1.9) 

де 10 << λ  – для додатного гістерезису, 1>λ  – для від від’ємного гі-
стерезису, а 10 >χ . Підкреслимо, що поняття додатного і від’ємного 
гістерезисну вперше введений академіком Я. З. Ципкіним в роботі 
[73]. 

Як показано в [13, 68, 107] несиметричні автоколивання можуть 
бути викликані низкою причин. В релейних автоматичних системах із 
стійкою лінійною частиною несиметричні автоколивання виникають 
при наявності постійного впливу, а в релейних автоматичних систе-
мах з нейтральною лінійною частиною – при наявності зовнішнього 
впливу, який змінюється лінійно. Несиметричні автоколивання вини-
кають також в тих випадках, коли характеристика релейного елемента 
не симетрична, наприклад, зсунута вздовж осі координат [63, 69].  

Як показано в [72], після визначення умов виникнення автоколи-
вань в релейних системах, необхідно визначити їх частоту і амплітуду. 
При цьому найчастіше така задача розв’язується [10, 64, 74, 93] шля-
хом використання методів гармонічної лінеаризації, які дозволяють 
використовувати методи аналізу лінійних систем. Якщо припустити, 
що релейна ланка системи має статичну характеристику по амплітуді 

)(AJ  (де А – амплітуда вхідного сигналу ланки), амплітудно-частотна 
характеристика лінійної частини системи визначається виразом |W 
(jω )| (де ω  – кругова частота вхідного сигналу), то для замкненої ре-
лейної системи із зворотним одиничним від’ємним зв’язком її харак-
теристичне рівняння буде мати вигляд  

01)()( =+ωjWAJ .          (1.10) 
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Розв’язок рівняння (1.10) дозволяє визначити амплітуду автоколи-
вань А релейної системи та частоту автоколивань ω . Рівняння (1.10) 
можна розв’язати як аналітично, так і графічно [15]. 

В [63] показано, що автоколивання можуть фізично спостерігатися 
в системах лише в тому випадку, коли вони стійкі. Тому після встано-
влення існування можливих періодичних рухів (автоколивань) важли-
ве значення має визначення їх стійкості.  

Якщо )(~ tx  являє собою автоколивальний рух, то стійкість цього 
руху, аналізують за станом релейної автоматичної системи, тобто по 
поведінці близьких до автоколивального руху збурених  рухів 

)()(~)( ttxtx ξ+= ,    (1.11) 

де )(tξ  – відхилення від стаціонарного автоколивального руху, яке 
викликане достатньо малим збуренням. 

Якщо після припинення достатньо малого збурення відхилення, 
часом прямує до нуля, тобто 

 ,0)(lim =
∞→

t
t

ξ            (1.12) 

то досліджувані автоколивання є, як показано в [50], асимптотично 
стійкими. Зрозуміло, що якщо при вказаних вище умовах зі збільшен-
ням часу )(tξ  необмежено зростає, то автоколивання не є стійкими. 

Отримане таким чином лінійне рівняння, називається рівнянням 
першого наближення або рівнянням в варіаціях, яке у випадку, що ро-
зглядається, має, як показано в [24, 64, 108], періодичні коефіцієнти. 
Якщо розв’язок рівняння в варіаціях )(tξ  з часом прямує до нуля, то, 
як показано в [72], автоколивальний рух є стійким, причому стійким 
асимптотично, які б не були відкинуті в вихідному рівнянні нелінійні 
члени. У випадку необмеженого збільшення )(tξ  автоколивальний рух 
не є стійким. Якщо розв’язок рівняння в варіаціях )(tξ  не прямує з 
плином часу до нуля, але обмежений за абсолютною величиною, то 
неможливо зробити висновок про стійкість або нестійкість автоколи-
вань без розгляду відкинутих раніше нелінійних членів. Цей випадок, 
як показано в [38, 109], відноситься до критичного, що визначено в 
[37, 50, 111], дослідження стійкості якого є достатньо складною мате-
матичною задачею. 

Для дослідження асимптотичної стійкості автоколивань, яку інко-
ли називають в [73, 112] стійкістю «в малому», можна використати 
відомі методи, які дозволяють розв’язати таку задачу аналітичним 
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шляхом, запропонованим в [31, 110, 113]. Сутність цих методів поля-
гає в тому, що розглядаються розв’язки, які близькі до знайденого пе-
ріодичного і досліджується відхилення між ними. 

Дослідження стійкості зводиться до дослідження коренів характе-
ристичних рівнянь, які породжуються деякими різницевими рівнян-
нями. Автоколивання частоти 0ω  будуть стійкими, якщо всі корені 

µy характеристичного рівняння 

   
0

1
0 0

1( ) 0,

1

n ey cy

e z e

πλν ω

π πν λ λν νω ω

ψ
=

′= ⋅ =∑

+ +

   (1.13) 

будуть за модулем менші одиниці, тобто якщо 1<µy , µ  = 1, 2…., 
n – 1 [12]. 

При наявності кратних або нульових полюсів νλ  у передатній фу-
нкції лінійної частини системи ( )pW  вираз для )(zψ  значно ускладню-
ється і часто не дозволяє отримати аналітичні вирази для значень ко-
ренів характеристичного рівняння автоматичних систем з ЛУП [31]. 

Так в [9] показано, що залежність рівнянь стійкості від полюсів 
передатної функції лінійної частини системи ( )pW  часто ускладнює їх 
використання з тієї причини, що для будь-якої складної лінійної час-
тини системи, яка містить внутрішні зворотні зв’язки, розрахунок по-
люсів стає дуже громіздким, а часто і практично не здійсненним.  

В [73] для подолання таких складнощів пропонується перетворити 
рівняння стійкості до такої форми, яка не потребує попереднього ви-
значення полюсів ( )pW , а була б зв’язана з амплітудно-фазовою хара-
ктеристикою лінійної частини системи і дозволила б простими геоме-
тричними побудовами отримати необхідний результат. Для цього в 

[72] пропонується в рівнянні (1.13) задати 0ω
πs

ey = , тоді рівняння 
стійкості автоколивань матиме вигляд:  
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Дослідження стійкості автоколивань за допомогою рівняння (1.14) 
в [13] зводиться до перевірки виконання умов Re 01 <p . 

Зауважимо, що в (1.14) )( 0ωJ  – значення спеціально знайденої за
відповідним алгоритмом так званої характеристики релейної системи 
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