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ВСТУП 

Постійне зростання використання комп’ютерних технологій і сис-
тем відбувається в геометричній прогресії, а одним із ключових аспе-
ктів розвитку комп’ютерних систем є створення високоефективних та 
надійних методів для передавання та приймання даних. Серед 
комп’ютерних мереж важливе місце займають ті, які працюють в умо-
вах високого рівня завад. До них належать промислові та радіомережі. 
У промислових вірогідність передавання інформації має пріоритет 
над швидкістю, і часто виникає необхідність забезпечити результат 
передавання інформації за будь-яких умов. У мережах Wi-Fi при імо-
вірності помилки 0,1 втрачається більше 40 % інформації, при біль-
шому рівні завад передавання неможливе. За стандартами [1, 2] для 
радіомереж, зокрема Wi-Fi, WiMAX, рівень сигнал/шум повинен бути 
не менше 57 дБ. У мережах на основі CAN С 2.0 при досягненні зна-
чення лічильника помилок 256 для конкретного вузла, відбувається 
перехід у режим Bus Off, і в цьому стані передавання інформації від-
бувається не в повнодуплексному, а в симплексному режимі [3]. Для 
аналізу даних існує багато методів, але в умовах високого рівня завад 
традиційні методи не завжди ефективні, тому виникає необхідність 
вдосконалення існуючих методів.   

Проблемами передавання інформації та цифрової обробки сигна-
лів займались К. Шеннон, В. А. Котельніков, Р. М. Хеммінг, І. В. Ку-
зьмін. Створенням методології побудови ефективних комп'ютерних 
систем та мереж займались Ю. С. Яковлєв, Л. І. Тимченко, А. О. Ме-
льник. Питання побудови широкосмугових систем зв’язку висвітлені 
у класичних працях Х. Ф. Хармута і Л. Є. Варакіна тощо.  

Перші праці, де розглядалися ортогональні вейвлет-функції, 
з’явились на початку ХХ ст. Це були праці Хаара, який досліджував 
ортогональні функції, прямокутні за формою. Теоретична можливість 
розкладу на ортогональні функції була обґрунтована в 50-х роках 
ХХ ст., але через складності інтерпретації отриманих результатів вони 
не знайшли практичного застосування. З появою вейвлетів у 80-х ро-
ках, досліджених Добеші, Маллатом, Моллом, Дерпратом та ін., заці-
кавленість фахівців у всьому світі до ортогональних функцій значно 
зросла. Математичний апарат вейвлет-аналізу продовжує стрімко роз-
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виватись, про що свідчить велика кількість наукових праць та резуль-
тати досліджень.  

Особливістю комп’ютерних мереж з високим рівнем завад є не-
можливість гарантувати вірогідне передавання інформації каналами 
зв’язку, що призводить до погіршення робити системи в цілому або 
навіть до неможливості її роботи взагалі. Класичні методи обробки 
прийнятої інформації не завжди забезпечують необхідний результат. 
Ефективність і надійність роботи системи в цілому залежить більше 
від якості обробки інформації, ніж від головних процесорних модулів, 
тому в мережах з високим рівнем завад головну увагу доцільно приді-
лити підвищенню ефективності обробки інформації, межею якої вва-
жається гранична імовірність безпомилкового приймання та обробки 
інформації. 

Ці процеси регламентуються міжнародними стандартами, які ви-
значають обов’язкові та рекомендовані вимоги до створення апарат-
них засобів та умови, при яких вони можуть працювати. Зокрема для 
технології xDSL співвідношення сигнал/шум повинно бути 10:1, або 
21,3 дБ, а імовірність виникнення помилки не повинна перевищувати 
10-7 [4]. Якщо ця умова не виконується (у промислових умовах спів-
відношення сигнал/шум може бути менше 10:1), тоді обладнання пра-
цює у нештатному режимі, а точність передаваної інформації гаран-
туватись не може [5]. Для систем в авіації імовірність помилки по-
винна складати 10-19 [6] на автомобільному транспорті 10-12 [7]. Орга-
нізація промислових мереж з використання радіозв’язку має значні 
перспективи, оскільки забезпечує високу швидкість передавання ін-
формації та економію на засобах дротового зв’язку, але радіомережі 
чутливі до завад, тому потребують високоефективних методів для за-
безпечення постійного зв’язку.   

Відомі методи обробки сигналів в умовах високого рівня завад не 
завжди достатньо ефективні, або вимагають суттєвих апаратних і ре-
сурсних затрат, тому виникає необхідність розробки нових та удоско-
налення відомих методів. 
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РОЗДІЛ 1 АНАЛІЗ МЕТОДІВ ОБРОБКИ СИГНАЛІВ 

У теперішній час у всіх видах комп’ютерних систем широко ви-
користовується процедури обробки сигналів з використанням ортого-
нальних функцій. Особливої уваги вони вимагають в комп’ютерних 
системах з високим рівнем завад. Це пов’язано з наявністю каналів 
зв’язку різної природи, чутливих до завад, причина виникнення яких є 
також різною. Дотримання умов організації багатоканальної системи 
потребує проведення ефективного спектрального аналізу, причому 
методи обробки сигналів повинні вносити мінімальну похибку, ви-
трачати мінімальний процесорний час, що в умовах високого рівня 
завад, коли необхідно забезпечувати передавання інформації незале-
жно від ресурсів, є критичним для комп’ютерних систем, а вилучення 
завад потребує побудови методів ефективної фільтрації.  

Для аналізу переваг та недоліків існуючих методів, сфери їх вико-
ристання та можливості застосування в умовах високого рівня завад 
необхідно розглянути їх більш докладно.   

1.1 Особливості побудови цифрових мереж 
з високим рівнем завад 

Міжнародні нормативні документи поділяють джерела індустріа-
льних завад на 11 груп [36]:  

1. Електропристрої різного призначення, що експлуатуються в жи-
тлових будинках або підключаються до побутової електроосвітлюва-
льної мережі. 

2. Електротранспорт.
3. Системи запалювання двигунів внутрішнього згоряння.
4. Пристрої, що містять джерела короткочасних завад.
5. Високочастотні установки промислового, наукового та медич-

ного призначення. 
6. Лінії електропередач та електричні підстанції.
7. Світильники з газорозрядними лампами.
8. Електропристрої, що живляться від промислових енергосистем

і експлуатовані поза житловими будинками. 
9. Пристрої з провідним зв'язком.

7 



10. Телевізійні та радіомовні приймачі.
11. Електропристрої, що експлуатуються поблизу службових ра-

діоприймальних установок. 
В ЄС поняття «високого рівня завад» означає належність до умов 

роботи пристроїв для передавання сигналів до 3 і 4 класу завад.  
Клас 3 (рівень промислових завад) 

Норми для приміщень – центрів управління промисловими об'єк-
тами: 

• релейні котушки не забезпечені обмежувальними пристроями,
немає контакторів; 

• необов'язкове розділення ліній сильного струму та ліній управ-
ління від частин установок з більш високим рівнем завад; 

• лінії живлення прикладені роздільно від ліній управління, сиг-
нальних і телефонних ліній; 

• необов'язкове відділення ліній управління, сигнальних і теле-
фонних ліній одна від одної; 

• може використовуватися спільна система заземлення.
Клас 4 (високий рівень промислових завад) 

Норми для приміщень, де встановлюються пристрої керування те-
хнологічними процесами, розподільні пристрої високих напруг і т. п.:  

• реле і контактори, не забезпечені обмежувальними пристроями;
• необов'язкове відділення провідників від частин установок з рі-

зним рівнем завад; 
• спільна прокладка ліній управління, сигнальних і телефонних

ліній; 
• використання багатожильних кабелів для ліній управління і си-

гнальних ліній [36]. 
Розрізняють локальні обчислювальні мережі для офісного і про-

мислового застосування. В офісах до локальних обчислювальних ме-
реж пред'являються в основному вимоги щодо швидкості передачі 
даних (особливо це актуально для мультимедіа-додатків реального 
часу). В офісних і домашніх умовах рівень завад не надто великий, 
порівняно з виробничими, тому в правильно сконфігурованих мере-
жах колізії виникають рідко. Мінімальні простої, пов'язані з повтор-
ним передаванням спотворених і втрачених пакетів даних, не так кри-
тичні, як у промислових мережах. В інтернет-мовленні в режимі реа-
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льного часу неправильні кадри можуть бути відновлені за екстрапо-
ляційним принципом, базуючись на попередніх даних, оскільки спо-
творення такого роду малопомітні або мають прийнятний характер. 
На рисунку 1.1 показані основні класи програмних методів захисту 
від завад в каналах зв’язку.   

До польових промислових мереж, навпаки, висуваються жорсткі 
вимоги щодо завадостійкості та передбачуваності. Зазвичай до про-
мислових мереж пред'являються такі вимоги:  

• жорстка детермінованість поведінки;
• забезпечення функцій реального часу;
• робота на довгих лініях з використанням недорогих фізичних

середовищ (зокрема, витої пари); 
• підвищена надійність фізичного і канального рівнів передаван-

ня даних в умовах виробничого середовища (наприклад, при наявнос-
ті потужних електромагнітних завад);  

• наявність спеціальних високонадійних механічних з'єднань
компонентів, що забезпечують захист контактів від агресивного виро-
бничого середовища [37].  

Рисунок 1.1 – Основні групи методів захисту від завад у каналах зв’язку 

1.2 Засоби для обробки сигналів у цифрових мережах 

Терміни «комп’ютерні системи» та «комп’ютерні мережі» сфор-
мувались останнім часом і стандартами не регламентовані. Вони під-
креслюють спорідненість (за певними ознаками) структур процесор-
них засобів, призначених для збирання та обробки інформації. Від-
мінність структур комп’ютерних систем визначається їх функціона-
льним призначенням. Для розподілених систем прийнятне все висло-
влене вище, але особливого значення набуває процес передавання ін-
формації. Узагальнену структуру розподіленої комп’ютерної системи 
можна зобразити у вигляді, що на рисунку 1.2. 
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Рисунок 1.2 – Узагальнена структура розподіленої комп’ютерної системи [38] 

Вимірювання [6] показали, що чіпсет, який відповідає стандарту 
IEEE 803.11b, в індустріальному середовищі дає потік короткочасних 
помилок з частотою 10-2–10-4 при швидкості передачі 2 Мбіт/с  і вико-
ристанні квадратурної фазової модуляції QPSK. Крім того, в процесі 
вимірювань епізодично виникали періоди тривалістю до 1 хв., коли 
втрати даних доходили від 10 % до 80 %. Аналогічні результати спо-
стерігалися і в інших експериментах. 

В промисловості популярне розширення «офісного» Ethernet 
(IEEE 802.3) – Industrial Ethernet, а також набуває розвитку 
RadioEthernet [39]. 

Прикладом промислових мереж, які пристосовані до умов високо-
го рівня завад, є CAN, ProfiBus, ModBus, ASi, HART. Також до мереж, 
які працюють в умовах високого рівня завад, можна віднести Wi-Fi, 
WiMAX, Bluetooth, RadioEthernet, ZigBee.  

CAN забезпечує високий рівень захисту даних від спотворення 
навіть при роботі в складних умовах (потужні завади), при цьому до-
сягається достатньо велика для таких умов швидкість передавання 
даних (до 1 Мбіт/с). Важливою перевагою CAN є те, що розробник 
системи може впливати на пріоритет повідомлень з тим щоб найваж-
ливіші з них не очікували в черзі на відправку. Це властивість CAN 
дозволяє будувати мережі, що підтримують реальний масштаб часу 
[40]. Структура кадру формату CAN 2.0А показана на рисунку 1.3 
[41]. На рисунку 1.4 показана структурна схема приймача CAN, до 
якого доданий блок фільтрації, яку можна виконувати програмно з 
використанням цифрового фільтра на цифровому сигнальному проце-
сорі, який також може бути реалізований апаратно.  
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Стандарт Industrial Ethernet (рисунок 1.5) визначає провідні з'єд-
нання і електричні сигнали на фізичному рівні, формат пакетів і про-
токоли управління доступом до середовища. Тут застосовуються про-
мислові виті пари з подвійним екрануванням, IE FC TP-кабелі для 
швидкого монтажу і ТР-корди або скляні оптоволоконні кабелі [42]. 
До блока CSMA/CD можна додати цифровий фільтр, який реалізує 
заданий спосіб програмного очищення сигналу від шуму. 

Рисунок 1.3 – Формат кадру повідомлення стандартного формату CAN 2.0А 

У своїй роботі [43] Генрі Отт перерахував основні методи і дав 
практичні рекомендації щодо боротьби з завадами:  

• захист на апаратному рівні (екранування, заземлення, балансу-
вання, ізоляція, вибір кабелю, використання електричних фільтрів); 

• програмна фільтрація прийнятого сигналу;
• придушення завад (в частотній або часовій області) ;
• передача повідомлення з використанням корегувального коду;
• повторний запит пакетів.

Рисунок 1.4 – Структура приймача CAN з використанням додаткового блока [44] 
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Рисунок 1.5 – Структурна схема блока приймача повідомлення 
для PHY Ethernet [45] 

Серед методів обробки сигналів, які можуть бути вдосконалені 
без значного збільшення вартості, можна виділити методи фільтрації 
та методи придушення завад в часовій чи частотній області, оскільки 
вдосконалення цих методів вимагає лише зміни драйвера мережевої 
карти комп’ютера чи іншого приймаючого пристрою.   

1.3 Методи завадозахищеного кодування 

Для систематизації методів кодування можна ввести класифікацію 
кодів за функціональними ознаками (рисунок 1.6). Так всі коди можна 
розділити на коди загального призначення, спеціалізовані коди та ко-
ди для передавання інформації. Третю групу утворюють коди, приз-
начені, в основному, для використання в системах та пристроях пере-
давання інформації. Кодові послідовності, що використовуються для 
розширення смуги частот і утворення широкосмугового сигналу мож-
на розподілити на два основні класи: ортогональні (квазіортогональ-
ні) та псевдовипадкові з малим рівнем взаємної кореляції [38]. 

На  рисунку 1.7 показана залежність імовірності помилки на один 
біт від імовірності помилки в канальному символі при використанні 
деяких видів завадозахищеного кодування (коди Боуза-Чоудхурі-
Хоквінгема, Хеммінга, Голея, Фібоначчі) при різних параметрах. З 
рисунка видно, що найкращі завадозахищені коди можуть знизити 
імовірність помилки в 105–107 разів. Для більшості задач цього доста-
тнього, але у промислових мережах ставляться більш жорсткі вимоги, 
зокрема імовірність помилки повинна бути знижена до 10-9 на біт, а 
високий рівень завад може збільшити імовірність неправильного роз-
пізнавання канального символу до 10-1–10-2. 
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З рисунка видно, що коди з меншою надлишковістю забезпечують 
більшу ймовірність виправлення всіх помилок. Імовірність виправ-
лення всіх помилок у повідомленні можна зменшити до 10-7 і менше, 
але значна надлишковість може зменшувати швидкість передавання 
інформації в десятки разів.  

Рисунок 1.7 – Залежність імовірності помилки на один біт 
від імовірності помилки в канальному символі  
при використанні завадозахищеного кодування  

Цю проблему можна вирішити за рахунок використання великої 
надлишковості, яка призводить до падіння швидкості в десятки разів, 
за рахунок збільшення смуги частот та збільшення співвідношення 
сигнал/шум, що в кінцевому результаті дає збільшення вартості об-
слуговування мережі. Таким чинок таких методів, таких як завадоза-
хищене кодування частково вирішує проблему передавання інформа-
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ції в умовах високого рівня завад. Ще один недолік методів кодування 
пов'язаний з тим, що ці методи, як правило, реалізовані апаратно і ба-
зуються на стандарті, який наперед визначає параметри апаратних за-
собів і не дозволяє їх змінювати. Для використання нових методів на 
основі цифрової фільтрації достатньо перепрограмувати мережеву ка-
рту. 

В таблиці 1.1 показане порівняння характеристик різних завадоза-
хищених кодів для випадку гарантованого виявлення та виправлення 
 t = 3 помилок у повідомленні довжиною n = 127 (для розширеного 
кода Голея n = 24). Повна надлишковість розраховувалась відношен-
ням кількості інформаційних символів в оптимальній формі код [46] 
до загальної кількості символів коду (коди Хеммінга, Боуза–
Чоудхурі–Хоквінгема та Голея є оптимальними, тому для них R = R*). 

Коди Хеммінга, Боуза–Чоудхурі–Хоквінгема та циклічні коди 
близькі за характеристиками та відрізняються способами кодування 
та декодування. Окремо варто розглянути завадозахищені коди Фібо-
наччі [47, 48], розробкою яких займались Ю.А. Орлович, Ю.А. Сто-
рожук та інші вчені з наукової школи О.П. Стахова. Ці коди мають 
природну надлишковість, а тому здатні виправляти помилки. В [49] 
показано, що надлишковість кодів Фібоначчі складає 44 % незалежно 
від розрядної сітки. У такому вигляді цей код здатний виправити всі 
можливі комбінації для 1 помилки та виявляти деякі комбінації для 3-х 
помилок (для 20-розрядної комбінації імовірність складає 10-2 [50], 
чого для завадозахищених кодів недостатньо), тому використовується 
подвоєння мінімальної форми помилки, що спричиняє збільшення 
надлишковості майже вдвічі (1,44 · 1,44 = 2). Код Фібоначчі не має 
кодової надлишковості (k = n), але є неоптимальним кодом, тому пов-
ну надлишковості розраховуємо як R* = 1 / (1,44 · 1,44) = 0,48.  

В [51] стверджується, що код Фібоначчі має в 103–106 разів біль-
шу завадостійкість. З рисунка 1.10 видно, що це твердження справед-
ливе для однакових t, проте при однакових значеннях повної надлиш-
ковості код Фібоначчі показує гірші результати. Окрім того, код Фі-
боначі незручний для використання в промислових мережах, оскіль-
ки, як показано в [52], цей код потребує власної апаратної та програ-
мної бази для реалізації. 
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З таблиці 1.1 видно, що найбільшу надлишковість має код Фібо-
наччі, але при цьому від здатен виправляти 3 помилки та пакети по-
милок при t > 3, а також виявляти пакети помилок довжиною до 
0,5n – 1. Код Боуза–Чоудхурі–Хоквінгема при такі самій повній над-
лишковості здатний виправляти t = 10 помилок.  

Таблиця 1.1  – Порівняння характеристик завадозахищених кодів 

Завадозахищений код Хеммінга Голея 
Фібо-
наччі 

Боуза–
Чоудхурі–

Хоквінгема 
Імовірність РВ при р = 10-2 2·10-4 9·10-5 4⋅10-5 2·10-4

Імовірність РВ при р = 3·10-2 3⋅10-3 2·10-3 10-3 3⋅10-3

Кількість символів, n 127 24 127 127 
Інформаційних символів, k 113 12 127 113 
Надлишковість, R = k / n 0,8897 0,5 1 0,8897 
Повна надлишковість, R* 0,8897 0,5 0,48 0,8897 
Виправляє помилок, t 3 3 3 3 

1.4 Методи частотно-часового аналізу сигналів 

Спектральною енергетичною функцією або спектральною щільні-
стю енергії називають функцію Se(ω) = |S(ω)|2. Якщо відома ця функ-
ція, що відповідає якомусь процесу Δx0(t), то може бути обчислене 
значення xI  

1 ( ) .
2x еI S dω ω
π

∞

−∞
= ∫  (1.1) 

Метод обчислення описаний в працях з теорії автоматичного 
управління [53]. 

Віконне перетворення Фур’є частково вирішує проблему часової 
локалізації сигналів (або їх складових). Результатом цього перетво-
рення є спектр частот, які містяться в певному часовому проміжку, 
який носить назву «вікно»  

1( ,  ) ( ) ( ) ,                       (1.2)
2

iF t f W t e dωτω τ τ τ
π

∞
−

−∞
= ⋅ −∫
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де F(t, ω) – розподіл частот частини сигналу f(t) в околі часу t;  
)( tW −τ  – віконна (вагова) функція. 

У випадку використання вагової функції 

[ ] [ ] (1.3)) ,( ∑ −=
∞

−∞=

−

n

njemnwnfmF ωω  

отримується дискретне перетворення Фур’є. Найбільш поширені ві-
конні функції показані у таблиці 1.2: 

- прямокутне вікно, яке складається з N відліків 
[ ]
[ ]
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nnw π , де N – ширина вікна; 

- вікно Хеммінга )
1
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1
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12(1(
)(

0

2
0

β

β

I
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nw

−
+−

−
= ,

де I0 – модифікована функція Бесселя першого роду нульового поряд-
ку; β – коефіцієнт, що визначає частку енергії, зосередженої в голов-
ній «пелюстці» спектра віконної функції. Рекомендоване значення від 
4 до 9 [54]. 

Таблиця 1.2 – Порівняння різних віконних функцій [55] 

Тип вікна Прямокутне Синусне Ханна Хемінга Блекмана 
Рівень бічних 
«пелюсток» 
частотної 

характеристики, 
дБ 

–13 –23 –31,5 –42 –58
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У багатьох класичних алгоритмах аналізу сигналів використову-
ється фільтр Вінера. Традиційно, методи часових рядів часто викорис-
товуються для оцінки миттєвої потужності спектра сигнала [56]. Про-
те, добре відомо, що традиційне використання методів часових рядів, 
наприклад, вікна Хеннінга, створює велику дисперсію [57]. Її викли-
кають хаотично розміщені спектральні сплески внаслідок обробки си-
гналу. Спектральні піки виникають завдяки значній дисперсії помилки 
при оцінці потужності спектра, якому сприяють два ефекти: стохасти-
чні завади, характерні для оцінки при використанні миттєвих часових 
рядів, і адитивні завади, пов'язані з вхідним сигналом. 

При використанні віконного перетворення Фур’є неможливо 
одночасно забезпечити відповідну точність по частоті і по часу. Чим 
вужче вікно, тим вища точність по часу і нижча по частоті. 

Точність по часовій і частотній осях постійна, що небажано для 
деяких задач, для яких характерний нерівномірний розподіл на різних 
частотах. В таких випадках краще використовувати вейвлет-
перетворення, часова точність якого збільшується з частотою, а час-
тотна, відповідно, знижується.  

Завдяки можливості локалізації сигналу одночасно в частотному і 
часовому просторі, вейвлети використовуються для забезпечення 
розв’язку задач апроксимації, регресії, прогнозування, фільтрації, іде-
нтифікації тощо. Зараз широко досліджуються як теоретичні, так і 
практичні аспекти вейвлет-перетворень [58 – 63].   

Співвідношення точності частотної і часової локалізації підпоряд-
ковується принципу невизначеності Гейзенберга–Габора і показане на 
рисунку 1.8. 

Рисунок 1.8 – Співвідношення частотної 
і часової локалізації вейвлетів 
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Разом з методами спектрального аналізу досліджуються методи 
кепстрального аналізу [64]. Розвиток цих методів гальмує складність 
обробки (інтерпретації) результатів цього перетворення. Він може бу-
ти знайдений за аналітичним виразом 

(1.4)    ,))((ln
2
1)( 2 ωω
π

ω deSqC qi
s ∫

∞

∞−
=

де )(ωS  – енергетичний спектр функції. 

Окрім спектральних методів існують кореляційні методи і на їх 
основі намагаються зробити методи для аналізу та фільтрації сигналів 
[65–68]. Є спроби кореляційні методи об’єднати разом із спектраль-
ними [69], оскільки кореляційну функцію можна представити через 
спектральну щільність, відому як перетворення Хінчина–Вінера 

(1.5)          .cos)()(
2
1)(

0
ωωτωωωτ ωτ dSdeSR i ∫∫

∞∞

∞−
==

Мулін, Валден та інші дослідники, розглядали моделювання оцін-
ки спектра як проблему очищення від шумів [70, 71]. 

Вейвлет-аналіз широко використовується в сейсмології, акустиці, 
медицині, зв’язку, оброблюванні сигналів та зображень і тому в бага-
тьох працях розглядається його застосування в окремих галузях 
[72–82].  

Якщо задано певний вейвлет-базис { }kjkj ,, ,ψϕ , то будь-яку функ-

цію )(τx  можна охарактеризувати  коефіцієнтами: 

( ) ( ) ;j js x dτ φ τ τ
+∞

−∞
= ∫  (1.6) 

( ) ( ) .j jd x dτ ψ τ τ
+∞

−∞
= ∫  (1.7) 
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Ця функція може бути відновлена оберненим перетворенням за 
формулою 

(1.8)                .)()()( ,,,, ∑ ∑∑
∞

=

∞

−∞=

+∞

−∞=
+=

n
nn

jj k
kjkj

k
kjkj dsx τψτϕτ  

Вейвлет-аналіз може використовуватись для всіх задач, для яких 
використовується звичайний аналіз в базисі Фур’є. При цьому вейвле-
ти мають кращу часову і частотну локалізацію: звичайне перетворен-
ня в базисі Фур’є не дає відповіді щодо часової локалізації складових 
спектра, а віконне перетворення Фур’є дає часткову відповідь про ча-
сову локалізацію (див. рис. 1.8).  

Розкладання функції за біортогональним базисом схоже на орто-
гональне розкладання – воно вимагає пари функціональних послідов-
ностей φn і φn’, що (φn, φn’) = δk,l. Для того, щоб виконувалась збіж-
ність, обидві функції послідовності повинні задовольняти властивості 
базису Рісса.  

Підпростір Vm, m ∈ Z, визначається як сукупність замкнених вкла-
дених лінійних підпросторів φn,m = 2m/2φ(2mx – n), n ∈ Z 

...... 21012 ⊂⊂⊂⊂⊂⊂ −− VVVVV . 

Розклад функції на множину підпросторів Vm, m ∈ Z називається 
кратномасштабним аналізом.  

Пара (Vm, V’m), m ∈ Z буде складовими біортогонального кратно-
масштабного аналізу, якщо для деякого базису (φn, φn’) виконується 
умова 



 ∈=

=−′−
.інакше ,0

;  ,  , при ,1
))(),((

Zlklk
lk φφ (1.9) 

Розглядаючи  біортогональну проекцію функції f на сукупність 
просторів Vm ,

nm
Zn

nmm ffQ ,, ),( φφ∑
∈

= , (1.10) 

де Qmf – наближення функції f, 
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