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ВСТУП 

Багато важливих з практичної точки зору задач моделювання, 
керування і оптимізації складних систем, що виникають у різних 
галузях фізики, механіки, економіки, екології та інших, приво-
дять до математичних моделей, що описуються системами рів-
нянь різних класів, наприклад, диференціальними та інтеграль-
ними, що містять блоки з розподіленими і зосередженими пара-
метрами; багатозв’язні та дискретно-неперервні системи тощо. 
Кожен тип рівнянь, що входять у математичний опис систем, має 
свої специфічні методи і підходи досліджень, свою «схему» чи 
«траєкторію». При цьому вони, найчастіше, не поширюються на 
інші типи рівнянь. Зазвичай дослідження будь-яких реальних ке-
рованих процесів ґрунтується на використанні ідеалізованих ма-
тематичних моделей, які, як правило, не враховують вплив бага-
тьох (часто несуттєвих) факторів. Однак, будь-яка спроба поліп-
шити результати керування і підняти рівень адекватності матема-
тичних моделей веде до необхідності розглядати все складніші 
моделі. 

У зв’язку з цим далеко нетривіальним є питання розроблення 
уніфікованого підходу, який би синтезував методи аналізу і керу-
вання різних систем і створював передумови для розв’язання за-
дач керування змішаними (комбінованими) системами. Беручи до 
уваги значний прогрес у розвитку методів нелінійного аналізу, 
що знайшли застосування в різних галузях математики та прак-
тичних додатках [1–3], можна цілком природно зводити вивчення 
цих моделей до нелінійних операторних, диференціально-
операторних рівнянь, варіаційних нерівностей, а також систем, 
що містять перераховані вище об’єкти, не зважаючи на те, що ба-
гато важливих та принципових проблем ще залишаються відкри-
тими. При цьому підході результати для конкретних об’єктів бу-
дуть являти собою наслідки операторних методів.  
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РОЗДІЛ 1 
МОДЕЛЮВАННЯ СИСТЕМ ЗМІШАНОГО ТИПУ  

При постановці задач моделювання та керування складними 
системами, що виникають в різних галузях фізики, механіки, хі-
мічної технології, економіки та інших, розроблено підхід, який 
базується на концепції змішаних систем [1–4]. Численні процеси 
керування приводять до математичних моделей, що містять сис-
теми рівнянь різних класів, наприклад, диференціальні та інтег-
ральні, мають блоки з розподіленими та зосередженими парамет-
рами, багатозв’язними та дискретно-неперервними системами  
[5–6] тощо.  

Значний прогрес у дослідженні математичних моделей 
об’єктів з розподіленими параметрами зумовлений глибоким роз-
витком методів нелінійного аналізу, що знайшли застосування в 
різних галузях математики [3, 7–9]. Тому цілком природно зводи-
ти вивчення цих моделей до нелінійних операторних, диференці-
ально-операторних рівнянь, варіаційних нерівностей, а також си-
стем, що містять перераховані вище об’єкти. При такому підході 
результати для конкретних об’єктів будуть наслідками оператор-
них методів.  

Для опису деякого нестаціонарного процесу, який відбуваєть-
ся в просторовій області NR⊂Ω  протягом часу S, необхідно мати 
справу з функціями часу та координат, тобто з функціями z, що 
ставлять у відповідність кожній парі ( , )t Sω ⊂ ×Ω  дійсне число 
або вектор ( , )z t ω . При цьому змінні t  і ω  незалежні.  

Інший, значно зручніший підхід до математичного опису не-
стаціонарних процесів дозволяє працювати з функціями, які кож-
ному моменту часу t  ставлять у відповідність функцію координат 

( , )z t ⋅ , визначену на S, з значенням у деякому просторі Z, тобто 
( )z S Z∈ → . 
Розглянемо деякі нестаціонарні задачі, опис яких здійснюєть-

ся за допомогою систем нелінійних функціональних рівнянь.  
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Задача 1. Нехай Ω  – обмежена область NR  з регулярною гра-
ницею Ω∂ , інтервалом часу [0, ], 0S T T= > . 

( , ) ( , ) ( ,( ( , ), ( , ))) ( , )x t K w h w z t w x t w dw g t wω ω
Ω

+ =∫ ,       (1.1) 

),()),(),,(,(),(),(
1,

ωωωωω
ωω

ω tftztxQtzat
t
z

j
ij

N

ji i

=+










∂
∂

∂
∂

−
∂
∂ ∑

=
       (1.2) 

( , ) , (0, ) ( ), ( , ) 0 ,t S z z t x t Sω ω γ ω ∑∀ ∈ ×Ω = = ∀ ∈         (1.3) 

де S×Ω∂=∑ ; коефіцієнти ija  – сталі величини. 
Через Sttz ∈⋅),,(  позначено функцію, визначену на Ω×S , у 

якої є фіксована змінна t .  
Під класичним розв’язком системи (1.1)–(1.2) розуміють фун-

кції x(t,ω ), z (t,ω ) , визначені на S ×Ω , при чому функція z (t,ω )  
має бути неперервно- диференційована по t  і двічі диференційо-
вана по ω  та задовольняти умови (1.3).  

Функція ),( ωtx  диференційована по ω . 
Доведення теорем існування класичного розв’язку задачі 

(1.1)–(1.3), як правило, вимагає застосування складної математи-
чної техніки.  

Тому логічним є перехід від класичної задачі (1.1)–(1.3) до 
відповідної їй задачі у функціонально-аналітичній постановці. 

Для цього введемо до розгляду деякі простори функцій з 
)( ZS →  [5] та такі позначення: 

( ) ( , ); ( ) ( , );y t x t t z tψ= ⋅ = ⋅  

;),(),(),)(();,)(()( dwwtxwKtDytDytBy ∫
Ω

=⋅= ωω  

);()());,(),,(,())(),(( tgtbtxtzhtytF =⋅⋅⋅=ψ

( ( ), ( )) ( , ( , ), ( , ));G y t t Q x t z tψ = ⋅ ⋅ ⋅  

, 1
( ) ( , ); ( )( , ) ( , )

N
ij

i j i j

zL t Ez t Ez t a tψ ω ω
ω ω=

 ∂ ∂
= ⋅ =−   ∂ ∂ 

∑ ,           (1.4) 

),()();()0();,()( ⋅=⋅=⋅
∂
∂

=′ tftt
t
zt ϕγψψ . 
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Виходячи з цього, систему (1.1), (1.2) з початковими і гранич-
ними умовами можна представити у вигляді системи оператор-
них рівнянь: 

( ) ( ( ), ( )) ( )y t FB t y t b tψ+ = ,    (1.5) 

( ) ( ) ( ( ), ( )) ( )t L t G y t t tψ ψ ψ φ′ + + =    (1.6) 

(0) ( )ψ γ= ⋅ .          (1.7) 

Припустимо також, що абстрактні функції належать до класів  

( ) ( ( ))py t S L∈ → Ω , 
*

( ) ( ( )); ( ) ( )m m
p pt S W t S Wψ ψ   ∈ → Ω ∈ → Ω   

, 

а оператори, які входять до (1.5), (1.6), діють за правилами: 

: ( ) ( ) ( )m
p p qF W L LΩ × Ω → Ω , 

: ( ) ( )p qB L LΩ → Ω , 

: ( ) ( )m m
p pL W W Ω → Ω  , 

: ( ) ( ) ( )m m
p p pG L W W Ω × Ω → Ω  , 

де G і F – нелінійні відображення; L, B – лінійні; ( )pL Ω  – простір 

вимірних інтегрованих в степені р функцій; ( )m
pW Ω  – простір 

С. Л. Соболєва [5], 
*

( )m
pW Ω   – спряжений простір.  

Зазначимо, що оператори F, B, L, G не залежать явно від змін-
ної t. 

Задача 2. Замість системи (1.1), (1.2) розглянемо таку: 

 ( , ) ( , ) ( ,( ( , ), ( , ))) ( , )x t K w h w z t w x t w dw g t wω ω
Ω

+ =∫ , (1.8) 

 ),()),(),,(,(),(),(
1,

ωωωωω
ωω

ω tftztxQtzat
t
z N

ji j
ij

i

=+










∂
∂

∂
∂

−
∂
∂ ∑

=
 (1.9) 

,0),();(),0(;),( StxtzzSt ∈∀==Ω×∈∀ ∑ωγωω ,   (1.10) 

де коефіцієнти ija  – сталі величини. 
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Введемо деякі позначення:  

( ) ( , ); ( ) ( , ); ( ) ( , )zy t x t t z t t t
t

ψ ψ ∂′= ⋅ = ⋅ = ⋅
∂

, 

( ) ( ) ( , ) ( , ); ( , ) ( , ) ( , , ) ( , )B t y t D t Y t D t Y t K w x t w dwω ω ω
Ω

= ⋅ ⋅ = ⋅∫ , 

( )( ( ), ( )) ( , , ( , ), ( , )); ( ) ( , )F t t y t h t z t x t b t g tψ = ⋅ ⋅ ⋅ = ⋅ , 

( )( ( ), ( )) ( , , ( , ), ( , ))G t y t t Q t x t z tψ = ⋅ ⋅ ⋅ , 

, 1
( ) ( )( , ),( )( , ) ( , )

N
ij

i j i j

zL t Ez t Ez t a tψ ω ω
ω ω=

 ∂ ∂
= ⋅ =−   ∂ ∂ 

∑ , 

(0) ( ); ( ) ( , )t f tψ γ φ= ⋅ = ⋅  
і від (1.8)–(1.10) перейдемо до системи операторних рівнянь: 

( ) ( ) ( )( ( ), ( )) ( )y t B t F t t y t b tψ+ = ,   (1.11) 

( ) ( ) ( )( ( ), ( )) ( )t L t G t y t t tψ ψ ψ φ′ + + = ,   (1.12) 

(0)ψ γ= ,     (1.13) 

де оператори, що діють на абстрактні функції, явно залежать від 
змінної t. B(t), F(t), G(t) – сімейство операторів, що діють у прос-
торах, визначених задачею (1.5)–(1.7).  

У даному випадку *( )Z S Z′∈ →  розуміється як похідна від Z 

по t у сенсі простору розділу * *( , )D S Z  може бути представлена з 

допомогою функції *( )S Z→ [5].  
Задача (1.1)–(1.3) або (1.8)–(1.10) з початковими та крайовими 

умовами і відповідні їм задачі (1.5)–(1.7) та (1.11)–(1.13) у деяко-
му розумінні еквівалентні.  

Це можна довести, використавши таку лему:  
Лема 1 [5]. Формула 
 

( ) ( , )t z t t Sψ = ⋅ ∀ ∈      (1.14) 
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10 

встановлює взаємно однозначну відповідність Z   між функ-

ціями ( )z C S  і функціями ( ; ( ))C S C  . Функція 

)(  SCz має частинну похідну ( )
z

C S
t


 


у випадку, коли ві-

дповідна їй за формулою (1.14) функція належить 1 ( ; ( )),C S C   

тобто ( , ) ( )
z

t t
t

  


 для кожного t S . 

Далі розглянемо умови можливої реалізації моделей змішаних 
об’єктів, які описуються системами нелінійних інтегральних рів-
нянь та еволюційних рівнянь з інтегро-диференціальним опера-
тором. 

Нехай  – обмежена область в евклідовому просторі 
N

R , X, Z 

– банахові простори дійсних функцій на  з нормою 
X

 , 
Z
  і 

 0,S T , T 0 . 

Розглянемо систему рівнянь 

( , ) ( , ) ( , , ( , ), ( , )) ( , )x t K w h t w z t w x t w dw g t  


  ,           (1.15) 

1

2 2

2 2
1

( , )
( , ) ( , , ( , ), ( , ), ,...

..., , ,..., ) ( , )
N N

z t z
L w Q t x t w z t w

t w

z z z
dw p t

w w w

  





 


 

  


  



         
(1.16) 

0( , ) ,  z(0, ) Z ,  z(t, ) 0,  (0,T)t S Z            ,         (1.17) 

яку, використавши [5], запишемо в операторному вигляді 

( ) ( )( ( ), ( )) ( )y t BF t t y t t  ,                         (1.18) 

'( ) ( )( ( ), ( )) ( )      t St G t y t t f t                        (1.19) 

з початковою умовою (0)  . 

Слід відмітити, що в першому рівнянні змінна t виступає як 
параметр. 



Тут { }( )F F t= , { }( )G G t= , t S∈  – сімейство нелінійних опера-

торів, що діють в просторах *( ) :F t Z X X× → , 

St   ZZX:)t(G ∈∀→× , а оператор *:B X X→  – лінійний. Функції 
( )t y t→  та ( )t tψ→  визначені для t S∈  і належать просторам C(S; 

X) і C(S; Z) відповідно. 
Допустимо, що сімейство операторів { }( )F F t= , { }( )G G t=  за-

довольняє такі умови: 
а) при кожному Xy∈  і )Z;S(C∈ψ  функція 

*X)y),t()(t(FtS ∈ψ∋   класу C(S; X*); 
б) при кожному Zz∈  і )X;S(Ch∈  функція 

( )( ( ), )S t G t h t z Z∋ ∈  класу C(S; Z); 

в) оператори *( )( , ) ( )F t X Xψ ⋅ ∈ →  і ( )( , ) ( )G t y Z Z⋅ ∈ →  рівно-
мірно неперервні, тобто існують такі незалежні від t постійні r1 та 
r2, що виконуються умови: 

* X1 2 1 1 2 1 2( )( , ) ( )( , )    Z, y ,
X

F t y F t y r y y y Xψ ψ ψ− ≤ − ∀ ∈ ∀ ∈  

і 

1 2 2 1 2 1 2( )( , ) ( )( , )    X, ,
Z Z

G t y G t y r y Zψ ψ ψ ψ ψ ψ− ≤ − ∀ ∈ ∀ ∈ . 

Застосуємо деякі допоміжні твердження. 
Припустимо, що { }( , ) ( )( ( ), ( ))G y t G t y t tψ= . 
Лема 2. Нехай сімейство операторів { }( )G G t=  задовольняє 

умови б), в) ( ; )y C S X∀ ∈  і )Z;S(C∈ψ . 
Тоді )Z;S(C),y(G ∈ψ . 
Доведення. Нехай { } Stn ⊂  – довільна послідовність, що схо-

диться, 0n tt →  при ∞→n . В силу виконання умови в) 

))(),()(())(),()(()()(

))(),()(())(),()((

))(),()(())(),()((

2
ZZ

Z

oooonnon

onnonn

ooonnn

ttytGttytGttr

ttytGttytG

ttytGttytG

ψψψψ

ψψ

ψψ

−+−≤

≤+−

−−

. 
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При on tt   перший доданок у правій частині прямує до нуля в 

наслідок неперервності функції , а другий доданок прямує до 
нуля згідно з умовою б). 

Це і є доведенням леми. 
Аналогічну лему можна сформулювати і відносно сімейства 

операторів  )t(FF  . 

Лема 3 [5]. (С, k) – норми, визначені для )Z;S(C  форму-

лою 

 ( , )
sup ( ) ,    k 0

Z

kt
C k

t S
e t 


  ,               (1.20) 

еквівалентні нормі 

( ; )
sup ( )

ZC S Z
t S

t 


 . 

Теорема 1. Нехай виконуються умови а)в) відносно сімейст-
ва операторів F, G і оператор В – лінійний та неперервний, норма 
якого задовольняє нерівність 

1r
1B  , де r1=const – постійна Ліпшиця з умови в). 

Тоді задача 
( ) ( )( ( ), ( )) ( )y t BF t t y t t  , 

'( ) ( )( ( ), ( )) ( )t G t y t t f t    

з початковою умовою  )0(  має розв’язок для будь-яких 

)Z;S(C , )Z;S(f   i Z . 

Доведення. Проведемо його використовуючи принцип неру-
хомої точки. Інтегруючи друге рівняння системи на відрізку [0; t], 
отримаємо  

 ( ) ( )( ( ), ( )) ( )
t

o
t G s y s s f s ds     .               (1.21) 

Тут інтеграл розуміється як інтеграл Бохнера. Позначимо 

 ( )( ) ( )(( ), ( )) ( )
t

o
U t G s s s f s ds     ,               (1.22) 

( ) ( ) ( ) ( )( ( ), ( ))oU t y t t BF t t y t  .                  (1.23) 



В силу леми 2 і диференційованості невизначеного інтегралу 

Бохнера [5] оператор U діє з )Z;S(C)X;S(C ×  в )Z;S(C 1 . 
Покажемо, що при кожному )X;S(Cy∈  відображення U при 

деякому 0k ≥  є стислим в (C; k) – нормі простору C(S; Z). 
Згідно з в) із (1.22) виходить, що для довільних )Z;S(C, 21 ∈ψψ  

( , )

1 2 1

2 2 1 2

2 1 2

( )( ) ( )( ) ( )( ( ), ( ))

( )( ( ), ( ))

1 .

Z

Z Z

C k

t

o
t

ks ks ks ks

o
kt

U t U t G s y s s

G s y s s e e ds r e e ds

er
k

ψ ψ ψ

ψ ψ ψ

ψ ψ

− −

− ≤ −

− ⋅ ≤ − ⋅ ≤

 −
≤ − ⋅   

 

∫

∫  

Звідси 

( , )

( , )

2
1 2 1 2

2
1 2

( )( ) ( )( ) (1 )

(1 ) .

Z C k

C k

kt kt

kt

rU t U t e e
k

r e
k

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

− −

−

− ⋅ ≤ − − ≤

≤ − −
 

Беручи в лівій частині верхню границю по St ∈ , отримаємо  

( , )
2

1 2 1 2(1 ) .
Z C k

ktrU U e
k

ψ ψ ψ ψ−− ≤ − −  

Якщо вибрати 2rk ≥ , то відображення U буде стислим. Зна-
чить для кожного )X;S(Cy∈  існує елемент )Z;S(Co ∈ψ , який є 
нерухомою точкою відображення U, тобто ψo=Uψo. 

В силу (1.22) маємо 

[ ]( ) ( )( ( ), ( )) ( )    t S
t

o
o

t G s y s s f s dsψ γ ψ= − − ∀ ∈∫ .    (1.24) 

Враховуючи, що права частина цього виразу має неперервну 
похідну по t, то 1( ; )o C S Zψ ∈  і  

( ) ( )( ( ), ( )) ( )   t So ot G t y t t f tψ ψ+ = ∀ ∈ , 

причому (0) ( )oψ γ ω= . 
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Далі розглянемо оператор Uo  при фіксованому ψ. Згідно з в) 
із (1.23) випливає, що для )X;S(Cy,y 21 ∈∀  

[ ]
.)t(y)t(yrB))t(y),t()(t(F

))t(y),t()(t(FB))t(y),t()(t(F))t(y),t()(t(FB

))t(y),t()(t(BF))t(y),t()(t(BF)t(y)t(U)t(y)t(U

X*X

X

XX

2112

121

212o1o

−⋅⋅≤ψ−

−ψ⋅≤ψ−ψ=

=ψ−ψ=−

 

Якщо  
1rB 1 <⋅ ,                                          (1.25) 

то оператор Uo буде стислим в просторі C(S; X) при кожному 
)Z;S(C∈ψ . 

У системі рівнянь 
))(),()(()()( tyttBFtty ψϕ −= ,                     (1.26) 

[ ]∫ −ψ−γ=ψ
t

o
ds)s(f))s(),s(y)(s(G)t( ,               (1.27) 

яка отримана із задачі (1.18), (1.19) з початковою умовою 
γ=ψ )0( , припускаючи, що y = y1, ψ = ψ1, де (y1; ψ1) – довільна па-

ра з )Z;S(C)X;S(C × , маємо 

))t(y),t()(t(BF)t()t(y 112 ψ−ϕ= . 

Тепер пару (y2; ψ2) підставимо у рівняння (1.27). В результаті 
отримаємо  

[ ]2 2 1( ) ( )( ( ), ( )) ( )
t

o
t G s y s s f s dsψ γ ψ= − −∫ . 

 
Далі пару (y2; ψ2) підставимо в (1.26). Знайшовши y3, підста-

вимо пару (y3; ψ2) в (1.27). Далі знаходимо ψ3. Послідовно повто-
рюючи попередню процедуру, отримаємо ітераційний процес 

))t(y),t()(t(BF)t()t(y nn1n ψ−ϕ=+                (1.28) 
і 

[ ]1( ) ( )( ( ), ( )) ( )
t

n n n
o

t G s y s s f s dsψ γ ψ+ = − −∫ .           (1.29) 
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Доведемо, що послідовності { } { }nn  ,y ψ  сходяться до нерухомої 
точки (y0; ψ0), яка є розв’язком системи (1.26)–(1.27) і, як наслі-
док, системи (1.18)–(1.19).  

Дійсно, при будь-якому n маємо  

[ ]

*

1 1

1 1

1 1

1 1

1 1

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )( ( ), ( ) ( )( ( ), ( )))

( )( ( ), ( )) ( )( ( ), ( ))

( )( ( ), ( )) ( )( ( ), ( ))

( ) ( ) ( )

X X

X

X

X

X

n n o n o n

n n n n

n n n n

n n n n

n n n

y t y t U t y t U t y t

BF t t y t BF t t y t

B F t t y t F t t y t

B F t t y t F t t y t

B r y t y t y t

ψ ψ

ψ ψ

ψ ψ

α

+ −

− −

− −

− −

−

− = − =

= − =

= − ≤

≤ ⋅ − ≤

≤ ⋅ ⋅ − = ⋅ 1( ) ,
Xny t−−

 

де 1rB 1 <⋅=α . 
Взагалі, справедливий такий ланцюжок нерівностей: 

1
1 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( )

XX

n
n n n ny t y t y t y t y t y tα α −
+ −− ≤ − ≤ ≤ − . 

Покажемо, що послідовність { }ny  – фундаментальна в С(S; X). 
Використовуючи нерівність трикутника і попередні нерівності 
при m > n, отримаємо 

1 1 2 2 1( ; ) ( ; )

1 1 2 1( ; ) ( ; ) ( ; )
2 3 1

2 1 2 1 2 1( ; ) ( ; ) ( ; )
2 3 1

2 1 ( ; )

...

...

...

( ... ) .

m n m m m m m n nC S X C S X

m m m m n nC S X C S X C S X
m m n

C S X C S X C S X
m m n

C S X

y y y y y y y y y

y y y y y y

y y y y y y

y y

α α α

α α α

− − − − +

− − − +

− − −

− − −

− = − + − + − + − ≤

≤ − + − + + − ≤

≤ − + − + + − =

= + + + ⋅ −

 

Позначимо вираз у круглих дужках через 
231

1 ... −−− ++++=Σ mmnn αααα . 

Аналогічно через  
1 3 2

2 ... ...n n m m mα α α α α− − −Σ = + + + + + + . 

позначимо нескінченну суму. 
При цьому 

...m1m
121 +α+α+Σ=Σ<Σ − , 
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де Σ2 – сума членів нескінченно спадної геометричної прогресії, 
першим членом якої є αn –1 зі знаменником α < 1. 

Як відомо, 
α−

α
=Σ

−

1

1n

2 , тому 

1 2 1 2 2 1( ; ) ( ; )( ; )
1

2 1 ( ; ) .
1

m n C S X C S XC S X
n

C S X

y y y y y y

y yα
α

−

− ≤ Σ ⋅ − ≤ Σ ⋅ − ≤

≤ ⋅ −
−

 

Враховуючи, що при ∞→n  величина в правій частині нерів-
ності прямує до нуля при будь-якому m > n, то ( ; ) 0m n C S Xy y− →  

і, таким чином, послідовність { }ny  – фундаментальна. В банахо-
вому просторі C(S; X) фундаментальна послідовність { }ny  має 
границю yo. Аналогічним чином отримаємо послідовність { }nψ , 
фундаментальну в C(S; Z) з границею ψo. 

Переходячи до границі при ∞→n  в рівняннях (1.28)–(1.29) з 
урахуванням умови а), яка необхідна в умові цієї теореми, та, ви-
користовуючи те, що оператор В у першому рівнянні і інтеграль-
ний оператор в другому рівнянні є лінійними і неперервними, 
отримаємо: 

))t(y),t()(t(BF)t(y ooo ψ−ϕ= , 

[ ]( )( ( ), ( )) ( ) .
t

o o o
o

G s y s s f s dsψ γ ψ= − −∫  

Теорему доведено. 
Далі розглянемо систему інтегро-диференціальних рівнянь ви-

гляду 
( , ) ( , , ) ( , , ( , ), ( , )) ( , )x t K t w h t w z t w x t w dw g tω ω ω

Ω
+ =∫ ,       (1.30) 

1
2 2

2 2
1

, , ( , ), ( , ), ,...

( , ) ( , ) ( , )
..., , ,...

N N

zt w x t w z t w
wz t L w Q dw p t

t z z z
w w w

ω ω ω
Ω

∂ 
 ∂∂  − = ∂ ∂ ∂ ∂
  ∂ ∂ ∂ 

∫    (1.31) 
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( , ) ,    z(0, ) Z,   z(t, ) 0t S          ,           (1.32) 

або в операторному вигляді 

( ) ( ) ( )( ( ), ( )) ( )y t B t F t t y t t   ,                   (1.33) 

'( ) ( )( ( ), ( )) ( ),    t St G t y t t f t                     (1.34) 

з початковою умовою (0) = . 
Необхідно відмітити, що у першому рівнянні змінна t висту-

пає як параметр. 
Сімейства нелінійних операторів  

   ( ) ,    G G(t) ,   t SF F t    

такі ж, як в (1.4)–(1.5). 
*( ) :B t X X  явно залежить від St  . 

Нехай F і G задовольняють умови а)–в), а сімейство операто-

рів B(t) таке, що St   
r

1
)t(B

1

 , де постійна r1 з умови в). 

Для системи (1.33)–(1.34) з початковою умовою (0)= спра-
ведливе таке твердження. 

Теорема 2. Нехай виконуються умови а)–в) відносно сімейст-
ва операторів F(t), G(t) і норма сімейства лінійних операторів B(t) 
задовольняє нерівність 

1

1
( )    t SB t

r
   , де r1=const з умови в). 

Тоді диференціально-операторна система 

)())(),()(()()( ttyttFtBty   ; 

'( ) ( )( ( ), ( )) ( )t G t y t t f t    

з початковою умовою (0) =  має розв’язок у )Z;S(C)X;S(C   для 

будь-яких ( ; ),    f C(S;Z)C S X   i Z  . 

Доведення теореми 2 проводиться аналогічно доведенню тео-
реми 1. 



Далі розглянемо умови можливої реалізації моделей змішаних 
об’єктів, які містять еволюційні рівняння другого порядку. 

В обмеженій області nR⊂Ω  з границею Ω∂  на проміжку 
),0( TS =  досліджується система рівнянь 

( )( , ) ( ) , , ( , ), ( , ) ( , ),x t K h t w z t w x t w dw g tω ω ω
Ω

+ =∫ ;      (1.35) 

2

2
1

2 2

2 2
1

( , ) ( , ) , , ( , ), ( , ), ,...

..., , ,..., ( , ),
N N

z t zL w Q t x t w z t w
wt

z z z dw p t
w w w

ω ω ω

ω

Ω

∂ ∂
−  ∂∂ 

∂ ∂ ∂
=∂ ∂ ∂ 

∫
       (1.36) 

де Ω×∈ω St ),( , з початковими та граничними умовами 

0 1(0, ) ( ), (0, ) ,zz
t

ω γ ω ω γ ω∂
= =

∂
                       (1.37) 

( , ) 0,z t Sω Σ = Σ = ×∂Ω .                          (1.38) 

У першому рівнянні змінна t виступає як параметр. Як і в [6] 
через X, Z позначимо дійсні функціональні простори і розглянемо 
сімейства { } { }SttGGSttFF ∈=∈= ),(,),(  нелінійних операторів, 

які діють у просторах ZZXtGXXZtF →×→× :)(,:)( * . За ана-
логією з попередніми випадками задачу (1.35)–(1.38) перепишемо 
в операторному вигляді 

( ) )()(),()()()( ttyttFtBty ϕ=ψ+ ,                 (1.39) 

( ) )()(),()()('' tfttytGt =ψ+ψ , St∈∀           (1.40) 

з початковими умовами 
,)0(',)0( 1γ=ψγ=ψ                      (1.41) 

де XXtB →*:)(  – сімейство лінійних відображень. 
Задача (1.39), (1.40) з початковими умовами (1.41) може бути 

зведена до задачі, яка розглядалася у теоремі 2, введенням позна-
чення )()(' tqt =ψ . Але тепер замість сімейств операторів F(t), G(t), 

B(t), які діють *:)( XXtF → , XXtB →*:)( , ZZtG →:)( , необхідно 
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розглядати також оператори типу )()(: ZSZSG →→→  з 
( ) 111,,);();( =+>→ qpqpZSLZSL qp . 

Таким чином, отримуємо більш загальну постановку задачі, 
враховуючи, що кожному сімейству { })(tG  операторів з )( ZZ →  
можна поставити у відповідність один «траєкторний» оператор 

( ))()( ZSZSG →→→∈  за правилом SttztGtGz ∈∀= )()())(( . 
При цьому не кожен оператор )()(: ZSZSG →→→  допускає 

таке представлення. До операторів, що не допускають такого 
представлення, відносяться так звані оператори Вольтерри 

( ))()( ZSZSG →→→∈ , які відіграють важливу роль у різних прак-
тичних додатках. Вони характеризуються тим, що значення 

))(( tGz  може залежати від значень функції z в інтервалі [0; t], тоб-
то від «передісторії». 

Наведемо модифіковану, враховуючи вищесказане, постанов-
ку задачі. Нехай Z  – рефлексивний банаховий простір, непере-
рвно і щільно вкладений у гільбертовий простір Н і оператор Во-
льтерри G діє 

111,1),;();(: * =+>→ qppZSLZSLG qp ,   );( *ZSLf q∈ . 

Тоді коректною буде така постановка задачі: 
).;(,)0(,' ZSLHfG p∈ψ∈γ=ψ=ψ+ψ  

Дійсно, враховуючи що *ZHZ ⊂⊂  [5], з );( ZSL p∈ψ  випливає 

);( ** ZSD∈ψ . Тому рівняння fG =ψ+ψ'  можна розуміти як рів-

няння в );( ** ZSD . Якщо );( ZSL p∈ψ  задовольняє це рівняння, то 

);(' *zSLq∈ψ  і тому  );( HSC∈ψ [5], тобто початкова умова 
H∈γ=ψ )0(  має сенс. Результати теорем 1, 2 можна узагальнити 

на той випадок, коли замість операторів із сімейства { } SttG ∈,)(  
стоять оператори Вольтерри. Поняття цього оператора більш ши-
роко можна подати так. 

Означення 1 [5]. Нехай 21, ZZ  – лінійні простори і 
[ ] 0,;0 >= TTS . Відображення ( ) )()(,)()( 12 ZSGDZSGDG →⊂→→∈  

19 



називається оператором Вольтерри, якщо з рівняння )()( ss ϕ=ψ  
для майже всіх [ ] Stts ∈∈ ,;0  випливає, що ))(())(( sGsG ϕ=ψ . 

Перш за все розглянемо оператори Вольтерри, які відобража-
ють простір );( ZSC  в себе. Для цього випадку в означенні 1 не-
обхідно покласти ZZZ == 21  і );()( ZSCGD = , а вираз «для майже 
всіх» замінити на «для всіх». 

В цьому випадку умова Ліпшиця для оператора Вольтерри G 
має такий вигляд: 

1 2, ( ; )C S Zψ ψ∀ ∈  

( ) const., 2;212);(21 =ψ−ψ≤ψ−ψ rrGG ZSCZSC        (1.42) 

Відносно системи операторних рівнянь, які розглядаються, 
узагальненням умов а) і б) є:  

г) для кожного );( XSCy∈  і );( XSC∈ψ  функції 
( ))(),()( tyttFt ψ→  і ( ))(),()( ttytGt ψ→  визначені St∈∀  і належать 

);( *XSC , );( ZSC  відповідно.  
д) для );( XSCy∈ , );( ZSC∈ψ  оператори ( ));();(),( ZSCZSCyG →∈⋅ , 

( ));();(),( *XSCXSCF →∈⋅ψ  і рівномірно ліпшицеві, тобто існу-
ють такі постійні 1r  і 2r , що виконуються умови:  

),;(,),;(),(),( 21);(211);(21 * ZSCyyZSCyyryFyF XSCXSC ∈∀∈ψ∀−≤ψ−ψ   

).;(,),;(),(),( 21);(212);(21 ZSCXSCyryGyG ZSCZSC ∈ψψ∀∈∀ψ−ψ≤ψ−ψ  

Наведемо відоме твердження, яке використовується при засто-
суванні принципу нерухомої точки до задач, що розглядаються. 

Лема 4 [5]. Якщо оператори G задовольняють умови (1.42), то 
для будь-яких );(, 21 ZSC∈ψψ  і St∈∀  

[ ] [ ] );;0(212);;0(21 ZtCZtC rGG ψ−ψ≤ψ−ψ ,    const2 =r . 

Наведемо приклади операторів Вольтерри, які задовольняють 
(1.42). 

1. Нехай tthSCh ≤≤∈ )(0),(  для St∈∀  і { }SttQ ∈),(  – сімейст-
во операторів з XX → , яке задовольняє умови: 

20 
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