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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ СКОРОЧЕНЬ 
fi(x) – виробнича функція і-го елемента системи 

F(x,y) – критеріальна функція у варіаційній задачі розподілу 
G(x,y) – функція розвитку у варіаційній задачі розподілу   

x – темп виробництва у варіаційній задачі розподілу   
y – темп ресурсів на розвиток у варіаційній задачі роз-

поділу   
Fin(y)   – монотонна позитивна функція, що може бути випук-

лою, увігнутою, не мати неперервних похідних 
FinO(dxp )– функція обернена до функції Fin(y) 

po – коефіцієнт освоєння 
α – параметр оновлення ковзного середнього    

fcv(.), fd(.) –
 fin(.), fj(.) –

функції освоєння, попиту 
функції розвитку та критерію 

ЦОМ  – центральна обчислювальна машина 
)(1 ⋅ϕ  – обмеження по вартості елемента 
2ϕ  – вектор-функція, яка задає зв’язки між ri,j 

krok – крок моделювання 
H(cv,cp) – функція Гамільтона для динамічної системи  

ψJ(t), ψcv(t)  –  спряжені функції   
rzp – нормований критерій перспективності задач 

Vygr(ri)– функція від рангу елемента 
САК – система автоматизованого керування 
УСО – пристрій віддаленого зв’язку з об’єктом   
РТП – рудно-термічна піч    
ПЛК – програмований логічний контролер   

Т1,...ТN  – окремі задачі системи  
Аik – матриця інформаційного обміну між окремими зада-

чами 
Rij – матриця реалізації системи задач в розподіленій сис-

темі 
Bil  – матриця інформаційного обміну між елементами ро-

зподіленої системи 
Змінні програмних модулів  

Vv, vv, vV  – коефіцієнт "змінних" витрат: вектор, скаляр, змінна 
без  значень  

Vp, vp, vP – коефіцієнт "постійних" витрат: вектор, скаляр, змін-
на без  значень   

Xp, xp, xP – темп випуску продукції: вектор, скаляр, змінна без 
значень   

cv, cvt – виробничі витрати на одиницю вимірювання 
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xs – накопичений випуск продукції 
Vytr – виробничі витрати 

xkro(t) – зовнішні ресурси 
τ – запізнення віддачі витрат на розвиток 

Inv – темп витрат на розвиток 
jiX ,Δ – прирощення виробничих потужностей в розподіле-

ній системі 
ki – показник ефективності витрат на розвиток  
Rt – поточний обсяг потреб 

Ry – обсяг потреб за попередній період 
Dxp – потрібне прирощення темпу випуску 
Sxp – сумарний темп виробництва в розподіленій системі 
Sus – накопичений темп сумарного виробництва 
xin – темп витрат на розвиток 

(Rozt) – матриця поточного нормованого розподілу ресурсів 

 
Примітка. В зв’язку з тим, що робота виконана повністю в об’єктному 
середовищі математичного пакета, одна і та ж змінна в різних матема-
тичних виразах  і програмних модулях може бути скалярною змінною, 
ранжованою (вектором), матрицею і "змінною  без значення", що ви-
користовується в символьних обчисленнях. В роботі така змінна поз-
начається однаковими  літерами, але великими або малими, напри-
клад: xp – скаляр, Xp – вектор,  xP – змінна  без значення.    

 
 
 
 



 8

ВСТУП 
Чим відрізняються сьогоднішні виробничі системи від систем вчо-

рашніх?  
Вважається, що – коротким життєвим циклом продуктів і техноло-

гій. Дійсно, моделі автомобілів змінюються раз на рік, мобільних теле-
фонів – два три рази на рік. Зрозуміло, що коефіцієнт конструкторської і 
технологічної новизни складає не більше 2–7%. Однак, це наслідки,  
причина в глобалізації і швидкому насиченні потреб в певному продук-
ті. В епоху Адама Сміта для насичення потреб в шкарпетках потрібно 
було 100 років, сьогодні для насичення потреб в новому поколінні теле-
візорів, мобільних телефонів, автомобілів достатньо 3–10 років. Ще од-
на глибока відмінність сучасних виробничих систем – суттєве зменшен-
ня собівартості продуктів протягом життєвого циклу.  

Як планувати виробництва окремих продуктів? Куди віднести за-
дачі оптимального управління розвитком? Монографія – спроба пред-
метної відповіді – через розв’язку задач оптимального управління роз-
витком і моделювання процесів розвитку. Застосуємо аналогію для ви-
значення змін в постановці оптимізаційних задачі і проведенні міждис-
циплінарних границь:  50 років тому змінилась концепція проектування 
пасажирських літаків від "спочатку зробимо вище, швидше, далі від 
усіх, потім бомболюк переробимо на кабінку для пасажирів", до: "ви-
вчимо дійсні потреби пасажира, посадимо його в крісло і побудуємо на-
вколо крісел салон, а навколо салону – літак".  Тобто, майже одразу 
очевидно, що розробка певного виробу повинна починатися з урахуван-
ня потреб споживачів, а функції  економіки зводяться до ефективної ре-
алізації оптимальних стратегій: укладання угод, мінімізації транзакцій-
них витрат, ефективного обліку, нарешті. В рамках "чистої економіки" 
проблеми оптимального розвитку принципово не можуть бути 
розв’язані, тому що першопричина змін – дослідники, конструктори і 
технологи, що  створюють високі технології та наукомістку продукцію. 
Чим відрізняються моделі і методи нашої монографії  від аналогів? – 
Звернемось до аналогії: танковий дизель є багатопаливним – працює 
фактично на всьому, що горить. Згадаємо структуру класичних робіт з 
оптимізації і моделювання – спочатку формалізоване викладення обме-
жень типу: лінійність, строга монотонність, випуклість, наявність від-
повідної  кількості неперервних похідних. Потім за допомогою вишука-
них і витончених аналітичних методів знаходиться точне чи  наближене 
аналітичне розв’язку; витонченими і вишуканими методами доводяться 
і досліджуються властивості вихолощеного розв’язку. В монографії уні-
версальність досягається відмовою від пошукових обчислювальних ме-
тодів на користь "безвідмовного" методу прямого перебору, а проблема 
розмірності вирішується застосуванням декомпозиційних методів. 
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1. ОГЛЯД ІСНУЮЧИХ МОДЕЛЕЙ ДЛЯ ЗАДАЧ РОЗВИТКУ 
 

В цій монографії не ставиться ціль дати повний огляд робіт з опти-
мального управління процесами розвитку – це просто неможливо зро-
бити в рамках монографії. Це фундаментальна задача для наукознавців 
та істориків науки. В першому розділі "розглянуто" класичні моделі для 
задач розвитку, зокрема, і коеволюційної  динаміки, взагалі. Відібрано 
тільки  ті моделі, що були стартовими прототипами, початковими  
"станами розуму" при розробці нових  математичних  моделей, адеква-
тних  сучасним потребам практики і можливостям обчислювальних сис-
тем. Запорука успішності процесу побудови математичних  моделей для 
нових задач – ефективність лінгвістичної моделі – словесного опису 
об’єкта і задачі. Тому просто необхідно уточнювати зміст термінів, що 
часто є пустими безреферентними штампами.  Як спонтанний приклад 
семантичних  і прагматичних  проблем визначимо два використаних 
вище терміни.  

"Розглянуті":  всі відібрані математичні моделі були реалізовані в 
середовищах математичних  пакетів і на цих робочих  моделях відтво-
рені були відомі теоретичні результати і проведені дослідження. Прос-
тіше: можна вивчити властивості об’єкта "велосипед" за описами, а мо-
жна зробити згідно з описом "велосипед" і "покататись" на ньому.    

"Станами розуму":  Р. Беллман називав метод  динамічного про-
грамування не методом, а саме станом розуму, тобто для вихованих  на 
роботах Беллмана словосполучення "стан розуму" є також специфічним 
асоціативним ключем, або  паролем.      

Прямими прототипами для моделей і методів нашої монографії бу-
ли роботи [8, 21–23, 30, 31].  Для поставлених цілей там містяться усі 
використані "зовнішні ресурси".  Починаємо розділ  з визначення вико-
ристаних  і введених понять.  

 
1.1. Визначення понять  
 
Терміни, що використовуються в роботі і широко вживаються в те-

хнічній і економічній літературі, є досить розмитими, тому даємо ви-
значення термінів саме стосовно задач роботи. Визначимо поняття і те-
рмінологію для вибраного напрямку досліджень.  

Технічні об’єкти в роботі – розподілені  виробничі системи – ме-
талургійні, хімічні, енергетичні, підприємства харчової промисловості 
та автоматизовані системи управління виробництвом. Спільним для ви-
робництв – об’єктів роботи, є розподіленість і неперервне оновлення 
технологій і продуктів виробництва і, відповідно, – математичні моделі 
функціонування і розвитку.  Можливе розширення області застосування 



 10

моделей оптимального управління розвитком на інформаційні продукти 
і послуги, однак, в рамках нашої роботи, така задача не ставиться.   

Ресурси – матеріальні, інформаційні, енергетичні та інші витрати в 
процесах виробництва і розвитку засобів виробництва [54–56, 116]. 
Власні, зовнішні ресурси – системно-аналітичні поняття, що залежать 
від того, як проводяться границі системи: власні ресурси – ті, що ство-
рені в границях системи.  

Виробничий елемент – перетворювач певних ресурсів у певний 
продукт. Ресурс і продукт вважаються вимірюваними. Виробничий еле-
мент вважається нероздільним. Розподілені технологічні системи мо-
жуть бути багатопродуктовими і багаторесурсними.  

Вважається, що завжди можна агрегувати ресурси і продукти [22, 
24, 67, 83, 113, 121]. Це дає нам можливість розглядати агреговані – од-
норесурсні, однопродуктові технічні системи, в тому числі оптимально 
агреговані [89].      

Продукт – результат виробництва, що знайшов використання за 
межами, або в середині системи. Це  вироби, матеріали, продукти, інфо-
рмація та ін.  

Виробнича функція (ВФ) – залежність між кількістю витрачених 
ресурсів і кількістю виробленого продукту в деякій виробничій системі. 
Модель виробничої функції – математичний опис ВФ для певного класу 
реальних виробничих елементів. Далі, за замовчуванням, замість термі-
ну "модель виробничої функції" використовуємо термін "виробнича фу-
нкція" (ВФ).  

Виробнича система – набір виробничих елементів та зв’язків типу 
"вхід-вихід" між елементами [143]. Серед множини можливих структур 
виробничих систем виділимо такі, що досліджуються в цій роботі.  

Система з паралельно-працюючими елементами – набір виробни-
чих елементів, кожний з яких переробляє певну частку загального ресу-
рсу, що надходить до системи у певний продукт. Усі елементи викорис-
товують один і той же ресурс і виробляють один і той же продукт.  

Вхідний ресурс за певними правилами розподіляється між елемен-
тами, а виходи усіх елементів об’єднуються в сумарне виробництво 
продукту. Особливістю реальних виробничих систем є те, що технології 
і відповідні виробничі функції  можуть суттєво відрізнятись [143].   

Неважко побудувати  моделі для послідовно поєднаних систем. На 
базі моделей паралельно і послідовно поєднаних систем можна будува-
ти моделі виробничих систем з довільними  структурами.  

Вертикально інтегрована система – система, елементи якої поєд-
нані згідно з етапами певної технології для виробництва певного класу 
кінцевих  продуктів. Приклади таких систем – нафтодобування, нафто-
переробка і постачання нафтопродуктів, видобування руди і вугілля, 
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сталеваріння, заготовки, профілі і листи, кораблі, мости, вагони. В пев-
них  умовах виробничій системі вигідно спеціалізуватись на окремому 
етапі технологічного процесу, в інших  умовах – інтегрувати декілька 
етапів технологічного процесу.      

Розподілена система – в нашій роботі це система з паралельно 
працюючими елементами, що пов’язані тільки через спільний ресурс і 
сумарне виробництво. В цьому аспекті робота є продовженням дослі-
джень цього класу систем [28, 89].  

Термін "паралельно працюючі елементи" означає також, що при 
моделюванні систему можна оптимально агрегувати – замінити одним 
еквівалентним елементом, що витрачає усі ресурси системи і виробляє 
продукції стільки ж, скільки виробляє вся система при оптимальному 
розподілі ресурсу [46, 89].  Типовий приклад розподілених  систем – су-
часні металургійні, нафтохімічні, енергетичні системи, обчислювальні 
мережі і алгоритми для оптимізаційних задач високої розмірності [81].   

Розподілена технологічна система – в нашій роботі це розподілена 
система, де головним системоутворювальним фактором є технологія 
виробництва.  

Саме технологія визначає рівень економічності, екологічності та 
якості металургійних виробництв, що при старих технологіях забруд-
нюють оточення в радіусі десятків кілометрів, а при нових технологіях 
можуть працювати в центрі міста. Приклад –  металургійні мінізаводи з 
виробництва якісних сталей і прецизійних складних металевих профі-
лів.     

Децентралізована система – розподілена система, елементи якої 
можуть самостійно, виходячи з власних локальних критеріїв, управляти 
своїм функціонуванням і розвитком, а "центральний елемент управлін-
ня" визначає загальні для всіх елементів параметри [109].  

Проблеми децентралізації досить вичерпно розглянуті, узагальнені 
і формалізовані в [108–110], однак там не подано конструктивних мето-
дів управління децентралізованими системами. Запропоновані  методи  
"узгодження взаємодій елементів", "координації взаємодій" самими ав-
торами визначені як обмежені [109].      

Процес розвитку – дуже розмитий термін, в нашій роботі означає 
тільки якісні (нові технології) і кількісні (потужність та кількість техно-
логічних агрегатів)  зміни засобів виробництва.  

Функція розвитку – залежність між обсягом ресурсів, що вклада-
ються в розширення виробничої потужності (максимального значення 
ВФ) і прирощенням виходу "продукції". В цій роботі поняття "функція 
виробництва", "функція розвитку", "ціна" – конкретні, суто технологічні 
показники. Наприклад,  виробнича функція визначається так: викорис-
тано Х фізичних одиниць ресурсу і отримано Y одиниць продукту, що в 
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рамках виробничого об’єднання (сьогодні в єдині технологічні системи 
об’єднуються металургійні, гірничорудні, вугільні, коксохімічні вироб-
ництва) може бути обміняна на XV(Y) одиниць ресурсу.  

Різниця (XV(Y) – Х) – ефект виробництва, може бути використана 
як для розширення виробництва, так і для зовнішніх, відносно цієї тех-
нологічної системи, цілей (розвитку інших виробництв, накопичення та 
ін.).  

Відношення XV(Y)/Х  – показник ефективності технологічного пе-
ретворювача ресурсу.  Природна мета будь-якої виробничої системи – 
максимізація обсягу виробництва за певний "плановий період".  

Плановий період – інтервал часу від початку розвитку до моменту, 
коли це виробництво вичерпує свої можливості, замінюється принципо-
во іншими за технологією і навіть за призначенням.  

Критерії. Коли визначені технології узагальненого виробництва і 
технології розширення виробництва, природно поставити задачу мак-
симізації накопиченого прибутку за рахунок оптимального розподілу 
власних і зовнішніх ресурсів між накопиченням  та розширенням виро-
бництв, а також розподілу ресурсів між напрямками розвитку розподі-
леної системи. Мета накопичення  – створити ресурси  для нових виро-
бництв, нових проектів. Тому як основний критерій оптимізації вибира-
ємо сумарне накопичення за період розвитку.   

Математичне моделювання – в літературі існують дещо різні ви-
значення цього поширеного поняття. Поняття "математичне моделю-
вання" охоплює широкий спектр задач  – від математичних моделей 
простих технічних систем – транзистора, електродвигуна, вібростенда 
до математичних моделей металургійного агрегату і системи підпри-
ємств.  

Деякі автори [108–110, 122, 142, 143] відносять моделі технічних 
пристроїв до метричних моделей, якщо вони тільки дають зв’язок між 
змінними вектора вимірювання і вектора стану, і навіть апроксимацій, 
що дають наближення емпіричних  даних в класі певних функцій – 
сплайнів, сплесків та ін. 

В монографії розробляються і досліджуються математичні моделі 
технологічних агрегатів і виробничих  систем, що не обов'язково склад-
ніші за метричні моделі та апроксимації, але якісно інші, ніж метричні 
та апроксимаційні моделі. До моделей рівня "технологічний агрегат", 
"виробнича система" не можна застосовувати критерії адекватності і то-
чності метричних та апроксимаційних моделей.  Подамо цю різницю 
цитатами: "Перевірка  адекватності моделі  є різною в залежності від за-
стосувань ... модель слід оцінювати  по її здатності  відтворювати і про-
гнозувати характеристики поведінки системи – стійкість, коливання, 
зростання, середній період коливань, загальні взаємозв’язки змінних, 



 13

що змінюються з часом, і тенденції до підсилення чи послаблення збу-
рень, викликаних зовнішніми  причинами" [142].         

Метамодель – в нашій роботі це модель процесу побудови моделі 
складної технічної  системи. Це конкретизація запропонованого М. Пє-
шелем [122] підходу до моделювання еволюційних процесів на базі іє-
рархії елементарних процесів росту з обмеженням.  

В табл.1.1 подано схему "породжуючого механізму" для ви-
робничої системи – "вежі" з елементарних процесів. На кожному рівні 
діє механізм зростання з обмеженням, що має внутрішні зворотні дода-
тні і від’ємні зв’язки (ЗЗ) та зовнішні входи від вищого рівня ієрархії. 
Для виробничої системи це:  

1) розробка виробів і технологій –  "виробництво інтелектуальної 
продукції"; 

2) створення виробничих фондів – створення засобів виробництва; 
3) виробництво продукції – виробництво продуктів і виробів. 
У великих системах зв’язки між рівнями замикаються. Обмежуємо-

ся моделями рівнів 2 і 3 з урахуванням дії механізмів розвитку.  Ієрархі-
чна модель процесів розвитку добре узгоджується з емпіричними дани-
ми про "швидку" і "повільну" виробничу функцію виробничої системи. 
Виробничі функції розглядаємо як зовнішній емпіричний факт, досить 
пояснений і обґрунтований теоретично.  

Процеси функціонування і розвитку. Вибрана багаторівнева модель 
узагальнених виробничих функцій визначає процеси функціонування і 
розвитку. Конкретизуємо терміни, що часто використовуються в цьому 
науковому напрямку.  

Процес функціонування – процес нижнього рівня (табл. 1.1), вихо-
дом якого є певний матеріальний чи інформаційний продукт.  

Процес розвитку – процес середнього рівня (табл. 1.1),  виходом 
якого є параметр нижнього рівня – узагальнена "виробнича потужність" 
[109]. Розвиток може бути і зворотним, коли "виробничі потужності" 
згортаються, конвертуються, утилізуються.  

Процес "навчання" – процес третього – верхнього рівня, інтерпре-
тація якого – підвищення ефективності перетворення ресурсу в продукт 
на першому і другому рівнях.  

Змістовно, "навчання" – вдосконалення технологічних процесів, 
програм управління, комунікації, введення інновацій – нових матеріаль-
них  та інформаційних технологій, зокрема, нових моделей і методів 
управління. Саме цьому напрямку присвячені дослідження описані в цій  
роботі.   
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     Таблиця 1.1 
Багаторівнева модель росту (розвитку) розподіленої системи   

Рівень Математична модель 
Інтерпретація 
міжрівневих  
зв’язків 

Інтерпретація 
функцій 

1 ( )1,0,111 Vpxxfx
dt
d

=  
x0 – максималь-
не значення f1(.) 

Функція  
інновацій 

2 ( )2,1,222 Vpxxfx
dt
d

=  x1 – максималь-
не значення f2(.) 

Функція 
розвитку 

3 ( )3,2,333 Vpxxfx
dt
d

= x2 – максималь-
не значення f3(.) 

Функція  
виробництва  

 
 

Ціни обміну ресурсів. Математичні моделі розподілених систем бу-
дуть  принципово неадекватними реальним, якщо в них не включено 
процеси обміну між елементами, продуктами і ресурсами.  

Визначимо це на прикладі: дві ЦОМ обчислювальної  системи мо-
жуть обмінятись задачами, що вимагають різних витрат обчислюваль-
них ресурсів. Природно тут ввести міри вагомості задач в системі – "ці-
ни". Розглянемо математичні моделі розподілених систем, де "природ-
ним" чином виникають поняття "ціни" (оцінки):  

– Пряма і спряжена задачі  лінійного програмування. Для виробни-
чої задачі змінні спряженої задачі трактуються як "оптимальні оцінки 
ресурсів", зокрема, надлишкові ресурси мають нульові оцінки.  

Наприклад: "в рассматриваемом алгоритме декомпозиции осуще-
ствляется координация решения подзадач с помощью системы цен. 
Двойственные переменные представляют собой так называемые цены 
на дефицитные ресурсы" [81].  

– Метод невизначених множників Лагранжа. В класичній  задачі 
нелінійного програмування [45] множники Лагранжа теж інтерпрету-
ються як "ціни" ресурсів.  

– Спряжені функції у  варіаційній задачі Лагранжа теж характери-
зують "ціни" певних параметрів  відносно значення критерію – звичайно 
інтегрального функціоналу [4, 20, 32, 75, 99].  

Тобто в конкретний момент часу процесу спряжена функція харак-
теризує прирощення критерію (звичайно сумарного випуску продукції  
за певний період) на одиницю прирощення певної змінної – стану чи 
управління.    
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1.2. Задача розподілу ресурсу в багатокрокових процесах 
 
Р. Беллман називає задачу розподілу ресурсу в багатокрокових 

процесах "задачею розподілу" [35]. Ця задача у Беллмана  є тестовою 
для альтернативних  методів оптимізації в тому числі і для методу ди-
намічного програмування. По суті це задача оптимізації розвитку виро-
бничих систем, що була досить повно досліджена 50 років тому Белл-
маном і особливо актуальною стала сьогодні.  Зміст цього і наступного 
підрозділу – ретельне перенесення задач з першоджерела [35, 37] в се-
редовище математичного пакету, перетворення в робочі моделі.  

Головна мета такого конкретного розгляду була в розумінні логіки 
і методології  побудови моделей процесів розвитку і пошук можливос-
тей, в рамках цієї логіки  і методології, розв’язання більш складних за-
дач розвитку.  

Виявилось, що у випадку довільних  цільових  функцій і функцій 
обмежень задачі оптимального управління розвитком вимагають інших 
підходів (можна  сказати і "іншої парадигми", але це не допоможе по-
шуку розв’язання).  

Тому, перш ніж відмовлятися від певних здобутків певного напря-
мку, переглядаємо їх з усіма дрібницями – отриманням похідних, гру-
пуванням  змінних  і т.д.     

   
Постановка одновимірної задачі 
Розглядаємо задачу визначення максимуму функціоналу  

        ( ) ( )∫=
T

dtyxFyJ
0

, ,                                                             (1.1) 

де функції x(t), y(t) зв’язані диференціальним рівнянням  

                  ( ) ( ) ( )( )tytxGtx
dt
d ,= , ( ) 00 >= cx                           (1.2) 

і на функцію ( )ty  накладено обмеження 

                   xy ≤≤0 .                                                          (1.3) 

Функції ( )yxF ,  та ( )yxG ,  вважаються заданими. При відсутності 
обмежень – це класична задача варіаційного числення, при наявності 
обмеження – це окремий випадок задачі Больца. Беллман довів, що 
розв’язання може мати три інтервали ("все в розвиток", "пропорційно", 
"все в накопичення").  

Головна мета цього розділу виявлення і строге обґрунтування стру-
ктури розв’язання узагальненої задачі розподілу. При виконанні певних 
"природних" умов розв’язання має такий вигляд  
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 ( ) ( )txty =            при  10 tt ≤≤  – "все в розвиток"  
 ( ) ( )txty <<0  при  21 ttt ≤≤  – "ейлерова ділянка "      
 ( ) 0=ty   при  Ttt ≤≤2  – "все в накопичення".  

Припускаємо, що функції ( )yxF , , ( )yxG ,  задовольняють умови:  
а) функції F таG належать до класу 2C , тобто мають неперервні  
    окремі похідні другого порядку;                                                         (1.4)     
б) існують константи rqp ,,  такі, що                                                               
    ( ) rxqyxGxp +⋅<<⋅ ,  при 0>x  та xy <<0 ;                  

в) функція yG  (частинна похідна ( )yxG
y

,
∂
∂ ) приймає значення 

тільки одного знака: або 0>yG  або 0<yG  при усіх значеннях  
yx, , що задовольняють умови 0>x  та xy <<0 . 

 
Умова б) означає, що на інтервалі (0, Т) функція ( )tx  буде (в силу 

дифрівняння (1.2)) обмежена позитивними константами 
                      ( ) Mtxm ≤≤<0 .          (1.5) 

Постановка багатовимірної задачі  
Багатовимірна задача не створює принципово нових проблем крім 

чисто кількісної проблеми розмірності. Розглядаємо задачу визначення 
максимуму функціоналу  

                     ( ) ( )( )∫=
T

dttytxFJ
0

, ,                       (1.6) 

де ( )Nxxxx ,..,, 21=  – вектор стану системи (темпи виробництва); 
( )Nyyyy ,..,, 21=  – вектор управління. Вектор-функції ( ) ( )tytx ,  зв’язані 

системою диференціальних рівнянь  

        ( ) ( )( )tytxGx
dt
d

ii ,= , ( ) 00 >= ii cx , Ni ..1=            (1.7) 

і на вектор-функцію ( )ty  – управління накладено обмеження 
          ii xy ≤≤0 , Ni ..1= .                    (1.8) 
Функції ( )yxF ,  та ( )yxG ,  вважаються заданими. Розв’язання бага-

товимірної задачі в загальному випадку теж має ділянки "все в розви-
ток", "ейлерова ділянка", "все в накопичення" [35–37]. 

  
1.3. Задача Марковіца–Беллмана 
Задача  Марковіца–Беллмана є окремим випадком задачі розподілу  

[35]. В цьому випадку критерій і обмеження є адитивними функціями 
(сумами). Більшість актуальних практичних задач належать саме до 
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цього підкласу задач розподілення. 
Постановка задачі. В децентралізованій системі виробляються N  

видів продукції. Темпи випуску продукції дорівнюють ( ) ( ) ( )txtxtx N,..,2,1  
(в задачі 1 через х позначались витрати ресурсу). Продукція може йти в 
накопичення або на збільшення виробничих потужностей. Задані рів-
няння динаміки виробничих потужностей  

       ( ) ( )( ) ( )( )iiiii utxsfintyfintx
dt
d

⋅== , 

де ( )( )ii tyfin   –  функція  розвитку для і-го виробництва, що належить 
до класу невід’ємних не строго монотонно зростаючих функцій; 

( ) ( )∑
=

=
N

j
jtxtxs

1
 – сумарне виробництво в момент t; ( ) 10 ≤≤ itu  – управ-

ління, відповідно, це частка сумарних поточних ресурсів, що виділяєть-
ся в поточний момент для розширення виробничих потужностей по і-му 
продукту. Для управлінь виконується умова нормування (обмеження на 

управління):  ( ) ( ) 1
1

=+∑
=

N

j
j tunaktu ,  

де 10 ≤≤ unak  – частка ресурсів, що йде в накопичення. Потрібно ви-
значити оптимальну стратегію розвитку – вектор-функцію ( )tuop , що 
максимізує інтегральний критерій – сумарний накопичений випуск за 
плановий період Т  

                          ( ) ( )∫ ∑ ⋅⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

=

T N

j
j dttunaktxJN

0 1
. 

На відміну від більшості робіт з оптимізації того часу і сучасних 
Беллман не обмежувався випадком випуклих і гладких (таких що мають 
першу і другу похідні) функцій F  та G . Він отримав і проаналізував 
розв’язання задачі розподілу для випадків випуклих та невипуклих фун-
кцій. Причому отримав загальні розв’язання задачі альтернативними 
методами – варіаційного числення і динамічного програмування.  

Беллман знайшов загальну методику розв’язання таких задач для 
випадку лінійних рівнянь динаміки виробничих потужностей. Оптима-
льні управління (стратегії) в цьому випадку є розривними – вони скла-
даються з двох інтервалів – "все в розвиток", "все в накопичення". 
Складність рівнянь для визначення відповідних моментів переключення 
управлінь швидко зростає з ростом розмірності виробничої системи. 

Оптимізаційні задачі стратегічного управління є варіаційними за-
дачами. В такій задачі шукається не одна точка  – координати екстре-
муму цільової функції, а певна функція часу, що дає екстремум цільовій 
функції – звичайно інтегральному функціоналу. На першому етапі ми 
відтворимо в середовищі математичного пакета результати Беллмана – 
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зробимо програмні модулі для обчислення оптимальних управлінь. На 
другому етапі виконаємо ряд модифікацій цієї базової задачі і запропо-
нуємо засоби розв’язання. На третьому етапі застосуємо, метод оптима-
льного агрегування [18, 20, 91] для зведення багатопродуктової  системи 
до еквівалентної однопродуктової. 

 
Розв’язання  задачі Марковіца–Беллмана  
Задача максимізації виробництва за декілька кроків (періодів) фу-

нкціонування децентралізованої виробничої системи є природним уза-
гальненням однокрокової задачі оптимізації розподілу ресурсу. Напри-
клад, задачу максимізації виробництва певного продукту за рік можна 
трактувати так: в перші півроку витратимо всі ресурси на технологічне 
вдосконалення процесу виробництва (змінимо виробничу функцію), а в 
останні півроку витратимо ресурси тільки на виробництво і отримаємо в 
результаті більше продукції, ніж за умови виробництва протягом року 
за старою технологією.  

Враховуємо ще один момент, який наближує задачу оптимального 
розподілу ресурсів до реальності: зворотні зв’язки "вихід–вхід". В одно-
кроковій задачі обмеження по ресурсу є екзогенним. В багатокроковій 
задачі обмеження по ресурсу є ендогенними – це результат функціону-
вання виробничої системи. Сьогодні головним аспектом функціонуван-
ня виробничих систем стає інноваційна діяльність. Однак, "типові під-
ходи і методи прогнозування, орієнтовані на дослідження  еволюційно-
го, поступового розвитку, не можуть виявити і передбачити зміни про-
цесів, стрімких у часі і стрибкоподібних за властивостями" [61]. Високі 
наукоємні технології, глобалізація вимагають високих темпів розвитку 
виробничих систем. Задача оптимізації стратегічного управління такими 
нестаціонарними, нелінійними, невизначеними організаційно-виробни- 
чими системами вимагає високого рівня математичних моделей і прак-
тичного досвіду, який в значній мірі буде набиратись через моделюван-
ня – на віртуальній реальності [61].   

Ще одна причина – методологічна: саме задача такого класу є на-
скрізною моделлю і прикладом в роботах Р. Беллмана, присвячених ди-
намічному програмуванню, функціональній апроксимації, адаптивному 
управлінню [32, 35, 37].               

 
Одновимірна задача. Розглянемо спочатку одновимірну (одноп-

родуктову) задачу розподілу. Задано: дифрівняння процесу розширення 
виробництва 

                     ),(11)( tyatx
dt
d

⋅=               ca >11 ;                                  (1.9) 

початкове значення темпу виробництва  t = 0:   1)0( cx = ;  
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критерій оптимізації (функціонал)   ∫ −=
T

dttytxJl
0

;))()((                    (1.10)     

ціль оптимізації: максимум функціоналу (1.10); змінна управління  у(t), 
обмеження управління )()( txty ≤ (= розвиток за рахунок власних поточ-
них ресурсів).   

Розв’язання задачі. Розв'яжемо дифрівняння процесу відносно х: 

11,1 )()( tyatx
dt
d

i ⋅= ;    dttyadx ⋅⋅= 11,11 )( ;  інтегруємо і отримуємо 

                 ∫⋅+=
t

dttyactx
0

11,11 )(1)( .         (1.11) 

Підставимо (1.11) у функціонал (1.10) :  

                  

∫ ∫ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⋅+=

T t

dttydttyacJ
0

1
0

11,1 )(1)1(11 ,

           

(1.12) 

де y(t)1 задовольняє умову 

                            ∫⋅+≤≤
t

dttyacty
0

11,11 )(1)(0 .                           (1.13) 

Очевидно, права частина нерівності – це вираз для х1 (1.11).   
Змінюємо порядок інтегрування у (1.12) і отримуємо 

        [ ]∫ ⋅−−⋅+⋅=
T

dttytTaTcJ
0

11,11 1)1(1)(1 .                           (1.14)    

Проаналізуємо інтеграл (1.14). Щоб функціонал був максимальним, 
підінтегральний вираз в кожний момент часу повинен бути максималь-
но можливим. Як цього досягнути?  Бачимо, що підінтегральний вираз –  
це добуток  виразів [a1,1⋅(T–t) –1] та 1)1(ty . Перший множник – функція 
часу, на яку ми не маємо  впливу, другий множник – 1)1(ty  – це управ-
ління, яке потрібно знайти – обсяг ресурсу витрачений на розширення 
виробництва.  

 Множник [a1,1⋅(T–t) –1] в (1.14) – функція часу. При умові: t = 0,   
та a1,1⋅T>1, ця функція спочатку є додатною, але в певний момент 1Tt =  
стає меншою нуля.  Неважко визначити (в середовищі математичного 
пакета з використанням символьних  обчислень) момент переключення 
управління 

11
11 )1(

1;
11

11111,01)11(11
a

Ta
T

a
TatsolvetTa

−⋅
=

−⋅
→=−−⋅ . 

При  заданих нами  додаткових умовах  відносно  а11  і  Т,   що  є 
природними, функція  1)(ty   повинна бути максимально можливою на 
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інтервалі,  де перший множник додатний, і нульовою, там де він від'єм-
ний. Тобто, в момент часу Т1 має місце "переключення" управління з 
стратегії "усе в розвиток виробництва" в стратегію "усе в накопичення". 
Записуємо вираз для оптимального управління  

  

      
TtTif

Ttifdttyac
ty

T

≤≤

≤≤⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⋅+

= ∫

10

0)(11
)(1 1

0
1,1

 

                (1.15) 

Отримаємо явний вираз для у1(t). Продиференціюємо (1.11): 

dttyacty
T

)(11)(1
0

1,1 ∫⋅+= ;   )(1)(1 1,1 tyaty
dt
d

⋅= ;  

 0)(1)(1 1,1 =⋅− tyaty
dt
d . 

Розв’язок цього рівняння:  
taecty ⋅⋅= 1,11)(1  – до моменту переклю-

чення Т1.  Після того, як оптимальне управління знайдено, його реаліза-
ція та  моделювання процесів розвитку однопродуктової системи є три-
віальними, однак, доведемо задачу до кінця.   

 
Розробка стенда для аналізу оптимальних  процесів розвитку 
Сьогодні  нераціонально і дуже замало отримати  якийсь розв'язок 

конкретної інженерно-економічної задачі. Перший крок в модифікації 
"просто програми для розрахунку процесу" – розробка документа для 
аналізу впливу розкидів параметрів (що буде якщо аналізу), потім – до-
кумента для побудови функцій впливу, документа для отримання роз-
поділів ймовірностей вихідних даних в залежності від розподілів ймові-
рностей вхідних даних.  

Інтерфейси прикладних програм звичайно оформлюють як дошку 
приладів літака чи стенд для випробування і дослідження певної  техні-
чної  системи. Назва "стенд"  є певним перебільшенням для досліджен-
ня лінійної одновимірної задачі, однак, далі розглядаються більш склад-
ні моделі і задачі дослідження.  

Вводимо значення параметрів:  

    a11 0.27:= ;  c1 2:= ;  T 12:= ;   t 0 0.5, 12..:= . 

Визначимо момент Т1 переключення управління з стратегії "усе у 
виробництво" в стратегію "усе у накопичення–споживання".   
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