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	���
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, �.3. �#!'��� [12] %
��)��� %���	�$� (�)�-
����
�
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�
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� (�)�-�
$��� �
)$��-
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��� �������� !�
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��
	� (�)�-�
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$����� 	�"������ %���!����	 �
!%
�����	 ���! A 
"��! �) %��-
�%����	��� ���
	�� ��%��!��	 ��	
����� )��
*�	 
*�
*�� ��(
�!���� 
�����! �	�
!�����
$
 ���	���� �� �����
!���������� !���, �%���-
����
$
 %��)�������. 

��� 	�@���	�"��� 
*!
	�#A ��
*��"����� 	���'���� ������-
�
� ���
	
� %�
*��!� – %�"	�@���� )�	�"
�����
��� �� '	�"�
"�� 
*-
�
*�� ��(
�!���� 	 ������
! ���� 	 �����!�� �	�
!�����
$
 ���-
	���� �� �����
!���������� !���,�� �%�������
$
 %��)�������, "�� 
	���'���� ��
� ��
*��"�
 �
)�
*��� 
��
	� ��
��� %
*"
	� 	��
�
-
��"����� �� ��
�
!����� ��"�
����
���� �� '��
��
-�!%������ �
$�-
���� � (�)�-�
$����� ���!����	 "	���
	
$
 � ��"	���
	
$
 ��������� 
��(�	���	, %��"����� "�� )"�������� 	�"*
� �� 
*�
*�� ����"��� ��-
"�
��$����	 *�)%
����"��
 �� ������ ����
��, � ���
, ���
!��"���� 
@
"
 	��
�������� 	��)��
� ��
���. 

 � !
�
$��(�� )�%�
%
�
	��
 !��
"� �������
$
 �����) ��-
"�
����
���� � '��
��
-�!%������  �
$����� �� (�)�-�
$����� ���!�-
���	, ��	�"��� %�����"� �����). ���
���
 �����) 
"�
�
)��"�
$
 ��-
��
��
$
 �!��
��, "�'�(���
�� "	���
	
$
 �
" �� �*�����
��. 

.�%�
%
�
	��
 !��
" 	�)������� �����
��� "
%
!�,��� ��$����	 
"�� �����) ��"�
����
���� �
$����� �� 
%��������� ���!����	 ����-
�
	
$
 �������
$
 ��(�	��, @
 �����)#�� (����� ��	�����, ����, 
min(X1, X2), max(X1, X2), (����# ��**�, "
"�	���� �� !�
,���� )� 
!
"��! 3. 

-���!��� %
"���'�� �
)	��
� !��
"� ��"�
����
��
$
 �� '�-
�
��
-�!%����
$
 �
"	���� (�)�-�
$����� 	������. 

+�
	�"��� %
��	������ 
����� ����"�
��� ��"�
����
���� �
$��-
��� �� 
%��������� ���!����	 �� �������
! ��	��. 

��"$�� %�
 ���$, )�	�,���� � %
*�,���� %�
��!
 ��"������ 
)� �"���
# 	�"�	����	�: 21021, !. �������, :!��������� '
��, 95, 
«���������-�������». 
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 �	0��� 1 
����	��
�	��� �������� ����	�	! ��"���� 
 
1.1 1�2��& �3�$�4&5 *� %&2��& 6/��� 3$� $�7&���6*�*��+  

3$�76*��8�& &%�$��4&5 
 
�
)$����!
 "����� �	�
!�� (���. 1.1) )  ��(
�!������!� 	�
-

"�!� �  	��
"�!�, �� �
,��� ��(
�!������� 	��" ��
$
 !
,� *�� 
%
"���� "
	������ ��!	
� )� ��������
$
 ��(�	�� 

m
r

 .  1 2{ , ,..., }mX X X X�
��%����� ��!	
��	, @
 %
"��� �� 	��" �	�
!��� �	
�##�� 

	��"�� ��
	
 iI . 
�� 	��
"� �	�
!��� )’�	��#���� 	���"�� ��
	�, @
 ����"�#���� 

�) ��!	
��	 	���"�
$
 ��(�	�� 
 1 2{ , ,..., }rY Y Y Y� . 
�
*
�� �	�
!��� %
��$�A 	 �
!, @
 %�� %
�	� �� ��(
�!������� 

	�
"�� 	��"�
$
 ��
	� iI  �	�
!�� (
�!A �� �	
�� 	��
"�� �
!*�����# 
	���"��� ��!	
��	, @
 �	
�##�� 	���"�� ��
	
 j� . 

1 2

...
rY Y Y

� � �

��� *���'�� )���
���� � !
,��	
���� �
$���
$
 �����) � ���-
��) 	��
����
	A���� �
"	���� ��!	
��	 ��(�	���	  � . 6� 
)��-
��A, @
 �
,�
! ��!	
� 	��"�
$
 � 	���"�
$
 ��(�	���	 	�"%
	�"�A 
"���� ��
	
 ) ��(�	�� 

X Y

A  
 {0,1,2,..., 1}A k� � . 
?� (�)���� �
��� ��!	
��	 ��
$
 ��(�	�� *"�!
 �
)$��"��� ��-

$���� 	�" 
 ( ) cosmX t A t�� . 
��� ����� ��$����	 ���������� ���	����� "	
� %���!����	, ��� 

!
,�� )!��#	����� � ��! ��!�! %���"�	��� "��� ��(
�!���#. 6�!� 
%���!����!� A �!%���"� mA  �� ����
�� � . 3�(�	�� A  %
���	�!
  
	�"%
	�"����� ��*�� ����
� 

 { }i� , 0,..., 1i k� � . 

1 2

...
mX X X

� � �

i jI ��

����
� 1.1 – �)�$������� ������� �	�
!��� 
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+�� (
�!	���� ��
$
 ��*
� !
,��	� ���� ��� %�"�
"�. 
+��'�� %�"��" %
��$�A 	 �
!, @
 	��
����
	#���� ������ ���-

�
��, �
*�
 
 0( 1)i i� �� � , 

"� 0� – ����
��, @
 	�"%
	�"�A ��!	
� 0  ��(�	�� �. �!$� ����
� "�� 
���
$
 ��(�	�� )���
"����� 	 !�,�� 	�" 0�  "
 0k� . 

��$�� %�"��" *�)A���� �� 	��
�������� ����
�, @
 	�"��)��-
#���� �� "���� %
������ )������� �	 , ���  )�"
	
����A !
	 

0� �	 
 . 
+�� ��
! 
 0i i� � �� � 	  

� �!$� ����
� )���
"����� 	 !�,�� 	�" 0�  "
 0 ( 1)k� �� � �	 . 
/����� %�"��" %���"*���A 	��
�������� ����
�, ��)���� !�, ���-

!� �� !�A %
�����
$
 )������� 

 
1

0
0

i

i l
l

� � �
�

�

� � 	� . 

�!$� ����
� %�� ��
! ��*
�� *"� )���
"����� 	 !�,�� 	�" 0�  "
 
1

0
0

k

l
l

� �
�

�

� 	� . 

��,��	�! %
��)���
! ����
���� �����!, ���� )����
 	%��	�A 
�� �� ����"�����, A �!$� %�
%������. ��"
!
, @
 	)��
�!$
	� ���-
��!� A *���' %�
���!� ��, �����!� ) '��
�
# �!$
# %�
%������ 
[78]. ���
"��� ) ��
$
, %��'�� %�"��" "
 (
�!	���� ����
� �� A �(�-
���	��!, �
"� �� "�$�� � ������ *���' %��"���� "�� %��������� �����-
)����. ���! �
$
, "�$�� %�"��" !�A %���	�$� ��" �����! )�	"��� �
!, 
@
 �� %
���*�
 (
�!	��� 	���� ��������� ��)��� ����
�. 

�
)$����!
 !�
,�� 	���
��	 1 2{ , ,..., }mX X X X� . ;"�!
 		�-
,���, @
 �

�"����� ��� 	���
��	 !
,�� %���!��� )������� 	�" 0�  

"
 1k� � . ���
"��� ) ��
$
 !�
,���  *"� ����"����� ) X mK  ��)��� 
	���
��	. ��%����� �

�"���� "���
$
 (���
	��
$
 	���
��  �) 
!�
,���  *"�!
 ��)�	��� ����
���� ���
�
�. 

*X
X

+
���	�!
  	�"%
	�"����� �
,�
! 	���
� ) ����
� 	�" X 0�  
"
 1k� � , �
*�
 	����
	�!
 
"�
)����� 	�"
*��,���� !�
,��� �� 

!�
,�� 

X

{ }iY �� , 0,..., 1i k� � . 
	2���' 1.1. 7�����, @
 "�A 
"�
)����� 	�"
*��,���� 	 

��)�	�A���� ����
��
-�
����
� ��������. 
X

Y
?� � *"�-��� (����� ��$�*�� �
$��� ����
��
-�
$���� (����� 

!
,� *�� %
	����# )�"��� ��������
# ��*����# ) mK ��"��!�. � ��-
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	�� ������� ��A� ��*���� %������
	#���� �� ����
��� ��*
�� )������ 
��$!����	 ��A� (�����, � 	 %��	�� ������� – )������� (����� �� ��� 
��*
���. 

	2���' 1.2. 3	�
!��, @
 �����)A ����
��
-�
$��� (����# 
��)�	�A���� ��	�
����
���� �
������ �������
�. 

��" ��*
�
! ��$����	 { ( )}ix t  !
,�� 	��
���� 
%������ "
"�	��-
�� �� !�
,����. -%������ "
"�	���� "�� ����"�
$
 ��$��� 

1

( ) cos
j

n

m j
j

X t A t�
�

��  


l l

%��A���� 	���)
!: 

 
1 0

( ) ( ) cos
l

m h

i m
i l

Y t X t A t�
� �

� �� �
..., )mn n

, (1.1) 

"� . 1 2max( , ,h n�
	2���' 1.3. 7�)����� ���!���, @
 �����)A 
%�����# (1.1) 

��)�	�A���� �-�������
�. 
� ��������� ���!�� �-���!��� *"�!
 )
*��,��� ���: 

-%����
���� 
%�� �-���!���� !�A 	�$��": 

1 2:{ : 0,... , 1: } { : 0; max( , ,..., )}i i l mA j j n i m l n n n� �� � � � � . 
-�
*��	���# 
%������ "
"�	���� A ��, @
 	
�� �� )!��#A ����
�� 

����"
	�� ������ ��)���#�
$
 ��$���. �� 	�"!�� 	�" ��
$
 
%���-
��� !�
,���� "	
� ��$����	 %��	
"��� "
 )!��� ����
� ����"
	�� ��-
$����	. �
*�
� "	
� ��$����	 	�)����A���� ���: 

 ( ) ( ) mY t X t ( ) cos cos
i j ii j m i m j mX t A t A t A A

j
� �� � � �� �   

cos cos [cos( ) cos( ) ]1
2 i ji j m m i j i jt t A A t� � � � � �� � � � � � � � t . (1.2) 

/
*�
 	���"��� ��$��� ����"�A���� ) "	
� ��$����	, 
"�� ) ���� 
!�A ����
� ( )i j� �� , � "�$�� – ( )i j� �� . 

	2���' 1.4. 7�)����� ���!���, @
 �����)A 
%�����# (1.2) 
��)�	�A���� F-�������
�. 

�� ��������� ���!�� F-���!��� *"�!
 )
*��,��� ���: 

i j� � �i�

j� F

...

( )nX t

2 ( )X t
1( )X t

( )Y t
A

 10

Замовити цю книгу   https://press.vntu.edu.ua/index.php/vntu/catalog/book/420 
Видавництво Вінницького національного технічного університету 

https://press.vntu.edu.ua/index.php/vntu/catalog 



-%����
���� 
%�� F-���!���� !�A 	�$��" 
 :{ , } { }i j i jF � � � �� � . 
-�������  )�$����
! 	�%�"� ��$��� !
,� !��� *"�-�� ����-

����� ����"
	�� ������, �
*�
 

 
1

( ) cos
j

n

m i
j

X t A t�
�

� �� , 

�
 	�����A ��
*��"����� 	�"������ ����"
	�� ������ ) %�	��!� ����
-
��!�. 6� 
%������ 	�"
!� �� (���������. 

7����� (��������� !�A ����� 	�$��": 

 	� ( ) ( )
t

X h t d� � �
��

� � � � �� , 

"� ( ) ( ) j te t�1
2h t K j� ��

�

��

� �
2

0�

 – �!%����� ��������������,  

2
0 0 0( ) exp[ ( )] exp[ ( )]K j K b K b� � � �� � � � � �  – �
�(���A�� %���-

"�	����. 
��� (��������� ��,��� ����
� �
�(���A�� %���"�	���� %
	���� 

)�"
	
������ 	�!
$ 

 )

)

1, 0 ,
( )

0, ,�K j
� �

�
� �

� 
�
� � ��

 

"� )�  – ����
�� )��). 
��� (��������� 	������ ����
� ��
*��"�
 )�*�)%�����  

 
0, 0 ,

( )
1, ,

�

�
K j

� �
�

� �
� 
�

� � ��
 

� "�� (���������  !�,�� )�"��
� �!$� –  

 
0 0 0

0 0 0

, ,

( ) ,

0 �� ��'�� ����
���.

K

K j K ,
� � � � �

� � � � �
� 	 � 
 � � 	�

�� � 	 ��
�
�

� 	   

�� %������� )���'�� )���
�	���� (������ ;�����	
��� ) !��-
��!����
–%�
��
# �%�
���!���A# �� 4�*�'�	���� (������ [82]. 

	2���' 1.5. 7�)����� ���!���, @
 �����)A 
%�����# (����-
����� ��,��� ����
� ��)�	�A���� �� -�������
�. 

�� ��������� ���!�� �� -���!��� %
)����A���� ���: 

{ }j�{ }i� ��
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� 
%����
���� 
%�� -���!���� !�A 	�$��" ��

 � :{ ; 0, } { ; 0, ,i ji n j k k n� �� � � � 
 }. 
	2���' 1.6. 7�)����� ���!���, @
 �����)A 
%�����# (����-

����� 	������ ����
� ��)�	�A���� 	� -�������
�. 
�� ��������� ���!�� 	� -���!��� %
)����A���� ���: 

� 
%����
���� 
%�� - ���!���� !�A 	�$��" 	�

 	 :{ ; 0, } { ; , , 0}i hi n h k n k� �� � � � � . 
	2���' 1.7. 7�)����� ���!���, @
 �����)A 
%�����# �!$
-

	
� (��������� ��)�	�A���� �� -�������
�. 
�� ��������� ���!�� �� -���!��� )
*��,�A���� ���: 

� 
%����
���� 
%�� -���!���� !�A 	�$��" ��

 1 2 1 2:{ ; 0, } { ; ; 0, }� i li n l k k k k n� �� � � � � 
 . 
C� 
"��A# ) (����� %����	
����� ��$����	 A �
)$��,����, ��� 

%
��$�A  �
!, @
 
"�� �) ����"��� ��$����	 �
)"���A���� �� "������� 
��$����	 ) ��!� , ����
��!�, ��� ��'�!� �!%���"�!�, @
 
%��A���� 
����! 	���)
!: 

 
0 1

( ) cos cos1
j j

n k n

m j m j
j i j o i

X t A t A tk� �
� � �

� �
� � � �� �

� �
� � � . 

	2���' 1.8. 7�)����� ���!���, @
 �����)A 
%�����# �
)$�-
�,���� ��)�	�A���� �-�������
�. 

�� ��������� ���!�� �-���!��� *"�!
 %
)������ ���: 

{ }h�{ }i� �	

{ }l�{ }i� �c

1

j

j
j

k

A
k

� ��� �
� �

j

A
k

� ��� �
� �

j jA � ...T
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� 
%����
���� 
%�� !�A 	�$��" 

 :{( , ); 0, } {( , ) 0, ; 1, }j
j j j

A

kT A j n i j n i k� �� � � � . 

/���! ���
!, !�A!
 ��*�� (�)����� ���!����	 
� 	{ , , , , , }�A F � � � T , ��� *"�!
 	��
����
		��� "�� %
*"
	� ��"�
-

����
���� �
$����� ���!����	. ��� ���!����, @
 	�
"��� "
 ����" 
��
$
 ��*
�, *"�!
 ��)�	��� ���
���� ����������. 

.’A"�#�� %
���"
	�
 
"�� ) 
"��! ��)�� *�)
	� ���!����, *-
"�!
 
���!	��� �
��, @
 �����)#�� "���� ����
��
-�
$���� (�����. 
6� �
�� *"�� �����)
		��� �*
 �
$���� (����� (�
$���� ���!����), 
�*
 ���(!������ (����� (��%�	�!��
��, �!��
��), �*
 (����� )�-
%�!’��
		���� (���$���). /��� (����� *"�!
 
%��	��� %
���"
	��-
��# 	�"%
	�"��� 
%����
��	. ��� ��
$
 %�
%
�A���� ���� ������� 

%��: 

1 2 1 2

1 2 1 2
%
�� 
%����
��	 %
�� 	���"��� ��$����	%
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