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ПЕРЕЛІК УМОВНИХ ПОЗНАЧЕНЬ 

АЦП аналого-цифровий перетворювач 
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ВВП вихрострумовий вимірювальний перетворювач 
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МХ метрологічні характеристики 
НВЧ надвисокі частоти 
ОЗП оперативний запам’ятовувальний пристрій 
ОР обертальний рух 
ПВЗ пристрій вибірки зберігання 
ПЗЗ пристрій з зарядовим зв’язком 
ПЧД позиційно-чутливий детектор 
ПЧП позиційно-чутливий перетворювач 
СВД світловипромінювальний діод 
СКВ середньоквадратичне відхилення 
ТП тахометричний перетворювач 
УФ ультрафіолетовий 
ФП фотоприймальний пристрій 
ФТ фототранзистор 
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ВСТУП 

Розширення діапазону, підвищення точності вимірювань і вірогідності конт-
ролю об’єкта, що досліджується, завжди залишається важливою науково-
технічною задачею. У випадку, коли неможливо з достатньою точністю аналіти-
чно описати параметри об’єкта контролю, експериментальні дослідження є єди-
ним способом одержання вимірювальної інформації, а вірогідність контролю – 
єдиною кількісною оцінкою відповідності результату контролю дійсному стану 
об’єкта. До таких параметрів відносять і параметри обертального руху: кутове 
положення, кутова швидкість, биття ротора. Оскільки операції порівняння з но-
рмою передує операція порівняння зі зразковою величиною, то для кількісної 
оцінки параметрів обертального руху застосовують різноманітні засоби вимірю-
вань, але обов’язковими їхніми складовими є об’єкт контролю, елементи спря-
ження з сенсором, засіб вимірювання електричної величини (вимірювальний ка-
нал). У сучасних засобах контролю (ЗК) застосовують як контактний, так і без-
контактний ЗК виділених інформативних параметрів. Відсутність елементів 
спряження сенсора з об’єктом в безконтактних засобах контролю забезпечує від-
сутність впливу інерційних властивостей сенсора, похибки ексцентриситету, пе-
рехідного процесу муфти спряження на результати вимірювань. Але такі засоби 
не забезпечують необхідну роздільну здатність z (кількість виміряних значень за 
один оберт вала об’єкта контролю) і тому їхнє використання для динамічних ви-
мірювань параметрів обертального руху (ОР) є обмеженим. 

Контактні засоби контролю характеризуються достатньо високою розділь-
ною здатністю (z ≤ 10000), завдяки чому забезпечуються прийнятні метрологічні 
характеристики як в статичному, так і в динамічному режимах роботи об’єкта. 
Але наявність перехідного процесу муфти спряження спричиняє обмеження ни-
жньої межі вимірювань кутової швидкості 50...20min ≤ω  об/хв і появу похибки 
ексцентриситету. Інерційні властивості сенсора та муфти спряження є причиною 
появи динамічної похибки. Конструктивні особливості таких сенсорів також 
значно обмежують і верхню межу вимірювань кутової швидкості 

10000...5000max ≤ω  об/хв. 
Контроль кутового положення, наприклад, крокового двигуна, за рахунок 

тривалості перехідного процесу муфти спряження спричиняє невиправдане змен-
шення швидкодії. Крім того, така конструкція (муфта спряження–сенсор) усклад-
нюють контроль параметрів ОР в умовах експлуатації, коли вихідний вал тіла 
обертання з’єднано з навантаженням. 

Тому створення засобів контролю, які би забезпечували високу точність, ма-
лу інерційність, широкий діапазон вимірювань є важливою і актуальною зада-
чею. Одним із шляхів вирішення цієї задачі є розробка такого методу і мікроп-
роцесорного засобу контролю параметрів ОР, яким були б властиві переваги ві-
домих безконтактних засобів та відсутні недоліки контактних. 

Метою цієї роботи є підвищення вірогідності контролю і розширення діапазону 
вимірювань параметрів обертального руху за допомогою оптико-електронних засо-
бів на основі безконтактного методу просторової модуляції. 

Монографія складається зі вступу і чотирьох розділів та містить бібліографі-
чний список із 95 найменувань. 
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РОЗДІЛ 1 
АНАЛІЗ ІНФОРМАТИВНИХ ПАРАМЕТРІВ 

ОБЕРТАЛЬНОГО РУХУ 

1.1 Загальна характеристика параметрів обертального руху 

Положення твердого тіла, що обертається навколо нерухомої осі, ви-
значається кутом повороту ϕ , тобто двогранним кутом між двома площи-
нами, що проходять через вісь обертання, з яких одна нерухома, а інша 
жорстко закріплена з твердим тілом і обертається разом з ним. Під час обер-
тання кут повороту ϕ  є функцією часу 

)(tf=ϕ . (1.1) 

Таке рівняння називають рівнянням обертання. Якщо воно задане, то 
для будь-якого моменту часу t можна визначити значення кута ϕ , що ви-
значає положення тіла. Якщо взяти два моменти t і tt ∆+  часу і розкласти 

)(tf  в степеневий ряд з приростом t∆ , отримаємо [1, 2] 

...
2

)()()()(
2

+
∆′′+∆′+=∆+

ttfttftfttf . (1.2) 

Приріст )( ttf ∆+=∆ϕ  за проміжок часу запишеться таким чином [1, 2]: 

...
2

)()(
2

+
∆

+∆=∆
tttt εωϕ , (1.3) 

де )(tω  – кутова швидкість у момент часу t; )(tε  – кутове прискорення у 
момент часу t. 

Членами рівності, що мають у своєму складі t∆  вищий другого ступе-
ня, в першому наближенні можна знехтувати [1, 2]. Поділивши обидві час-
тини (1.3) на t∆ , отримаємо 

...
2

)()( +
∆

+=
∆
∆ ttt

t
εωϕ . (1.4) 

Кутова швидкість дорівнює похідній кута повороту за часом 

tdt
d

∆
∆

≈=
ϕϕω . (1.5) 

Якщо const=ω  – обертання є рівномірним. У цьому випадку рівняння 
обертання матиме вигляд [2]: 

0ϕωϕ += t , (1.6) 

де 0ϕ  – початковий кут повороту. 
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При нульових початкових умовах рівняння рівномірного обертання ма-
тиме такий вигляд [2]: 

tωϕ = . (1.7) 

Якщо кутова швидкість змінюється в часі, то величина [2] 

εϕω
== 2

2

dt
d

dt
d  (1.8) 

є кутовим прискоренням тіла в даний момент часу. 
Обертання, під час якого кутова швидкість є лінійною функцією часу, 

називають рівнозмінним [2]. Рівняння обертання матиме вигляд 

2

2

00
tt εωϕϕ ++= , (1.9) 

де 0ϕ  – початковий кут повороту; 0ω  – початкова кутова швидкість; ε  – 
постійне кутове прискорення. 

За основну одиницю кутової швидкості прийнято рад/с. На практиці 
часто використовують термін частота обертання п – величина, яка дорів-
нює відношенню кількості обертів, здійснених тілом, до часу обертання 
[3–5]. 

1.2 Особливості вимірювання параметрів обертального руху 

Високоточний контроль та вимірювання кута повороту, кутової швид-
кості, биття та вібрації об’єктів обертання має велике значення для забез-
печення якісної та надійної роботи багатьох електротехнічних комплексів 
та систем. В якості об’єктів обертання тут розглядаються різноманітні тіла, 
наприклад, ротори або вали електричних двигунів змінного та постійного 
струму, роторні системи з газомагнітним підвісом, турбіни, гідрогенерато-
ри тощо. 

Складним завданням залишається високоточний контроль та вимірю-
вання параметрів обертального руху в динамічному режимі роботи. Конт-
роль кутових параметрів у динамічному режимі має низку особливостей 
[6–16]. По-перше, це необхідність отримання великої кількості вимірюва-
льної інформації за короткий проміжок часу. Тобто існує необхідність су-
місних вимірювань кутового положення, швидкості обертання, биття і віб-
рації у широкому діапазоні їх зміни. Крім того, необхідно відслідковувати 
зміну інформативних параметрів у часі та виявляти так звані «синхронні 
провали», що суттєво впливають на якість роботи обладнання. Процедура 
контролю основана на попередньому вимірювальному перетворенні нееле-
ктричної величини в електричну, тому спершу виникає необхідність дета-
льного аналізу відомих вимірювальних перетворювачів параметрів оберта-
льного руху. 
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1.2.1 Вимірювання кутових переміщень 
Перетворювачі кутових переміщень надзвичайно поширені в практиці 

вимірювань механічних величин. У низці галузей техніки до цих перетво-
рювачів висуваються досить часто суперечливі вимоги до точності, чутли-
вості, діапазону і швидкодії вимірювального перетворення, високої надій-
ності та малих габаритних розмірів, конструктивної адаптивності до 
об’єкта контролю.  

Досить часто застосовуються багатополюсні обертові трансформато-
ри, індукційні редуктосини, кругові індуктосини, фазові перетворювачі 
кута з обертовим модулятором [1, 12, 16], фотоелектричні перетворювачі 
[16-11, 13] й ін.  

Багатополюсні обертові трансформатори мають одно- або двофазні об-
мотки на роторі і двофазні обмотки на статорі, тобто вимагають наявності 
контактів при необмеженому куті повороту ротора [1]. Для них характер-
ними є малий коефіцієнт ослаблення вихідного сигналу, тобто відношення 
напруги живлення до максимального значення вихідної напруги дорівнює 
2–10. 

Індукційні редуктосини відрізняються від багатополюсних обертових 
трансформаторів тим, що як первинна, так і двофазна вторинна обмотки 
розташовані в пазах статора, а ротор являє собою зубчасте колесо. Основ-
ною перевагою індукційного редуктосина є його безконтактність. Ослаб-
лення вихідного сигналу в редуктосинах більше ніж у багатополюсних 
обертових трансформаторах. При малій площі паза статора коефіцієнт 
ослаблення сигналу досягає приблизно 40. В індукційних редуктосинах іс-
нують властиві їм додаткові джерела похибок, що вимагають для їхнього 
зменшення спеціальних методів проектування і виготовлення [1].  

Створюються також перетворювачі з багатополюсними друкованими 
обмотками. Такі перетворювачі кутових переміщень відомі як індуктоси-
ни. Торцеві друковані обмотки створюються на ізоляційній основі. При 
цьому можна збільшити електричну редукцію при малих габаритах, завдя-
ки чому за умови виконання інших конструктивних і технологічних вимог 
вдається підвищити точність перетворювачів [1, 17]. Однак коефіцієнт 
ослаблення сигналу в них значний і може досягати 8000. 

Завдяки відсутності низки джерел похибок, властивих перерахованим 
перетворювачам з електричною редукцією, практичний інтерес викликає 
також застосування фазових перетворювачів кута з обертовим модулято-
ром. Можливість збільшення електричної редукції при малих габаритах 
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дозволяє одержати високу точність таких перетворювачів. Їхнім недоліком 
вважають складність конструкції, пов'язану з необхідністю мати подвоє-
ний сенсор опорного каналу і синхронний двигун для обертання роторів. 
Ці перетворювачі за принципом дії є генераторними. Живлення здійсню-
ється від джерела постійного струму, а на виході виділяється змінна скла-
дового сигналу, амплітуда якого може досягати 0,5 В. У цьому випадку іс-
нують свої джерела похибок, що відносяться до цього типу перетворювачів 
з електричною редукцією [1, 18]. 

Відсутність обмоток, можливість одержання високої точності за ра-
хунок збільшення коефіцієнта електричної редукції при малих габаритах, 
різні методи перетворення кута в електричні сигнали й інші технологічні 
і конструктивні особливості сприяють широкому застосуванню фотоеле-
ктричних перетворювачів кутових переміщень [1, 2, 19–23]. Найбільше 
поширення отримали перетворювачі послідовного відліку накопичуваль-
ного типу та перетворювачі зчитування. 

У перетворювачах послідовного відліку перетворюваний кут розбива-
ється на рівні одиничні прирости, кожному з яких відповідає одиниця мо-
лодшого розряду двійкового коду. Числовий еквівалент отримують підра-
хунком кількості одиничних приростів у діапазоні зміни кута. В накопичу-
вальних перетворювачах послідовного відліку відбувається алгебраїчне 
додавання числа, що відповідає попередньому значенню кута, до кількості 
приростів, що відповідають даному значенню кута, тобто відбувається на-
копичення приростів. Такі перетворювачі дозволяють отримати досить ви-
соку точність і швидкодію. Однак цим перетворювачам властиві додаткові 
похибки перетворення при втраті або появі «зайвих» імпульсів, що відпо-
відають одиничному приросту кута [1, 3, 18]. Крім того, при перетворенні 
кута від заданого нульового положення необхідна додаткова операція пе-
реходу через це положення. 

У перетворювачах зчитування кожному значенню кута, що перетворю-
ється, відповідає повне значення числового еквівалента. Двійковий код за-
дається непрозорими і прозорими ділянками растрової доріжки. Для усу-
нення похибки неоднозначності користуються кодовими масками Грея. 
Тому такі позиційні перетворювачі забезпечують високу інформаційну на-
дійність, дозволяють отримати вихідні сигнали без додаткових операцій 
переміщення, мають високу точність перетворення, стійкість до зовнішніх 
впливних величин. Недоліком є відносна складність виготовлення, особли-
во високоточних перетворювачів [1, 3, 18]. 
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1.2.2 Вимірювання кутової швидкості 

Засіб вимірювання (ЗВ) кутової швидкості ще називають тахометром. 
Відомі тахометри основані на трьох принципах вимірювання кутової швид-
кості [3]: 

– вимірюється приріст часу t∆ , за який точка об’єкту, що обертається,
повернеться на фіксований кут ϕ∆ . Кутова швидкість розраховується за 
формулою (1.5); 

– вимірюється кут ϕ∆ , на який точка об’єкта, що обертається, повер-
неться за фіксований проміжок часу t∆ . Кутова швидкість також розрахо-
вується за виразом (1.5); 

– значення кутової швидкості безпосередньо перетворюється в іншу фі-
зичну величину, яка вимірюється вторинним засобом вимірювань, і опосе-
редковано отримують результат. 

Вимірювальні пристрої, що здійснюють перетворення кутової швидкос-
ті, кута повороту, часу, за який відбувається поворот на фіксований кут, в 
іншу фізичну величину, називають тахометричними перетворювачами (ТП). 

Для вимірювання кутової швидкості часто застосовують тахогенерато-
ри постійного і змінного струму, частотні фотоелектричні ТП, растрові, 
волоконно-оптичні на основі ефекту Саньяка, магнітоелектричні та елект-
ромагнітні ТП, ТП на основі ефекту Холла. Один з найбільш точних мето-
дів вимірювання кутової швидкості є накопичувальні кодувальні перетво-
рювачі та перетворювачі зчитування [3, 6–26]. 

У теперішній час за допомогою будь-якого одного тахометра неможли-
во з високою точністю виконувати вимірювання в усіх діапазонах можли-
вої зміни кутових швидкостей та у різних режимах роботи об’єкта. Тому 
тахометри створюються як спеціалізовані технічні засоби, призначені для 
перекриття тільки певних ділянок діапазону. Ця обставина зумовлює вели-
ку кількість ТП і тахометрів на їхній основі. 

Тахогенератори застосовують для вимірювання частоти обертання 
будь-якого вала в діапазоні 0–10000 об/хв. Однак вихідна характеристика 
тахогенератора має зону нечутливості, що зумовлена впливом опору щіт-
кового контакту. Реальна вихідна характеристика є нелінійною внаслідок 
наявності магніторушійної сили реакції якоря, що послаблює потік збу-
дження. Відхилення від лінійності через розмагнічувальну дію якоря ви-
значає першу складову похибки тахогенератора. Друга складова зумовлена 
наявністю перехідного контакту між колектором і щітками [26]. 

Частотні ТП здійснюють перетворення швидкості обертання в послідо-
вність імпульсів, частота яких пропорційна вимірюваній швидкості. Часто-
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тні ТП поєднують простоту і універсальність, притаманну аналоговим 
пристроям, з точністю і завадостійкістю, що характерні для сенсорів з ко-
довим виходом. До частотних ТП відносяться фотоелектричні, оптико-
електронні, магнітоелектричні та електромагнітні ТП [3, 12, 15–23]. 

Серед частотних ТП можна виділити растровий ТП, який має високу ро-
здільну здатність (від 1000–250000 імпульсів за один оберт) [3, 12, 15]. Ін-
шим ефективним частотним ТП для вимірювання низьких частот обертання 
в діапазоні 10-3–1 об/хв є волоконно-оптичні ТП на основі ефекту Саньяка. 
До переваг слід віднести високу точність не більше 0,5 %, роздільну здат-
ність 105–106 імпульсів за оберт, здатність вимірювати в важкодоступних 
місцях, в умовах підвищеної радіації, високих температур тощо [2]. 

У низці практичних застосувань, при вимірюванні середньої частоти 
обертання можуть застосовуватись більш дешеві перетворювачі, ніж ті, що 
використовуються в оптичних і магнітних кодувальних пристроях. Елект-
ромагнітні ТП є надійними, простими, дешевими і можуть функціонувати 
в температурному діапазоні –50…+100 °С [12]. Але внаслідок залежності 
вихідного сигналу від швидкості обертання діапазон вимірюваної швидко-
сті обмежений: знизу на рівні 10 Гц, а зверху – 10 кГц. 

Розповсюдженими є також ТП на основі ефекту Холла. Такі ТП мають 
просту конструкцію, забезпечують відносну похибку 0,5…1 % в діапазоні 
вимірювання до 10000 об/хв. Недоліками є низька надійність, чутливість 
до завад і впливу навколишнього середовища [3]. 

Один з найбільш точних і прямих методів вимірювання положення вала 
засновано на використанні тахометричних перетворювачів просторового 
кодування. В ТП просторового кодування інформацію про кутову швид-
кість отримують шляхом диференціювання коду кутового переміщення ва-
ла в часі. Просторовий параметр (кутове переміщення) визначають за до-
помогою кодувальної маски, оснащеної зчитувальним пристроєм [3, 
15–23]. Для побудови ТП просторового кодування використовують нако-
пичувальні кодові перетворювачі кута і перетворювачі зчитування, розгля-
нуті в п. 1.2.1. 

Точність ТП просторового кодування визначається точністю виготов-
лення маски, точністю зчитування інформації та точністю виконання опе-
рації диференціювання. Основною похибкою є похибка диференціювання. 
Крім того, операція диференціювання знижує швидкодію ТП, а роздільна 
здатність залежить від швидкості. 

Актуальною задачею є можливості контролювати, крім кутової швид-
кості та кута повороту, інших параметрів, що впливають на якість роботи 
обладнання, а саме, биття і вібрація об’єктів обертання.  
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1.2.3 Основні положення теорії моментів інерції 
Геометрія мас. Геометрія мас, як спеціальний розділ теоретичної ме-

ханіки, вивчає розподіл матеріальних мас механічних систем в просторі і 
об’єднує в собі ряд теорій, які своїм предметом мають теоретичні та експе-

риментальні дослідження сум виду ( )
1

n

k k k k
k

f x , y ,z m
=

∑ , поширених на всі 

матеріальні точки, що утворюють систему за умови її дискретного подан-
ня. У випадку суцільних тіл чи неперервних середовищ об’єктами дослі-
дження стають інтеграли ( ) ( ), , , ,

V

f x y z x y z dxdy dzρ∫∫∫ . Назва «геометрія

мас» запропонована в 1857 році французьким вченим Атоном де ля Гупіє-
ром. 

Теорія моментів інерції. Теорія моментів інерції є складовою геомет-
рії мас і вивчає такі наведені вище суми та інтеграли, які утворюються в 
припущенні, що функція ( ), ,f x y z  є цілою функцією другого степеня від-
носно координат [1–14, 24, 27–31]. Тому предметом дослідження теорії 
моментів інерції є момент другого порядку, який називають моментом іне-
рції. Вперше величини, подібні моментам інерції, були отримані в 1673 р. в 
роботах Хр. Гюйгенса, а сам термін «момент інерції» був введений в 
1749 р. Л. Ейлером. Він же сформулював фундаментальні положення та 
теореми, що власне і утворили основу теорії моментів інерції.  

Момент інерції відносно осі. Моментом інерції дискретної системи ві-
дносно осі (осьовим моментом інерції) називається скалярна величина, яка 
дорівнює сумі добутків мас матеріальних точок цієї системи на квадрати їх 
відстаней до осі [27–29] 

2

1

n

k k
k

J r m
=

= ∑ , (1.10) 

а для тіл з неперервним розподілом маси в просторі 
2

m

J r dm= ∫ , (1.11) 

за наявності прямокутної системи координат 

( ) ( )2 , , , ,
V

J r x y z x y z dxdy dzρ= ∫∫∫ .

Фізичний зміст осьового моменту інерції. Осьовий момент інерції ті-
сно і глибоко пов’язаний з динамікою обертального руху механічної сис-
теми і має прямий фізичний зміст. Відповідно до диференціального рів-
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няння обертального руху твердого тіла (системи) навколо нерухомої осі 
( )( )2

1 1

n m
e

k k z i
k i

r m M Fϕ
= =

=∑ ∑


 похідна за часом від кутової швидкості (кутове 

прискорення) пропорціональна головному моменту прямо прикладених 
сил відносно осі обертання (наприклад, z ) і обернено пропорціональна 
моменту інерції тіла (системи) відносно цієї ж осі  

z

z

d M
d t J
ω

= , (1.12) 

де J – момент інерції тіла, системи; Мд – динамічний момент системи. 
Рівняння (1.12), подане у такому вигляді 

дM
dt
dJ =
ω  (1.13) 

показує, що динамічний момент електромеханічних перетворювачів енергії 
визначається як добуток моменту інерції ротора на кутове прискорення йо-
го руху. 

Відтак, перебуваючи в залежності від просторового розподілу мас сис-
теми, момент інерції слугує мірою інертності цієї системи по відношенню 
до свого руху навколо осі обертання і виявляє тим самим глибокий зв'язок 
з динамікою обертального руху матеріальної системи в цілому.  

Параметри обертального руху, які обрано в якості об’єктів вимірюван-
ня, подано в табл. 1.1. 

Таблиця 1.1 – Параметри обертального руху 

№ 
з/п 

Параметри обертального руху Рівняння 

1 Кут повороту твердого тіла (ротора) ϕ  
2 Кутова швидкість обертання ротора 

dt
dϕω =  

3 Кутове прискорення 

2

2

dt
d

dt
d ϕωε ==

4 Момент інерції ротора J
5 Динамічний момент 

dt
dJMд
ω

=

6 Динамічна механічна характеристика ( )ωfMд =
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1.3 Особливості побудови засобів вимірювання параметрів 
обертального руху 

При вимірюванні неелектричних величин широко застосовуються 
електричні методи вимірювання, тобто виконується «електрифікація» 
таких вимірювань – перетворення неелектричної величини в елект-
ричну.  

Це зумовлює наявність вимірювального перетворювача в структурі за-
собу вимірювання неелектричної величин, що здійснює попереднє перет-
ворювання досліджуваної неелектричної величини у функціонально пов'я-
зану з нею електричну величину. 

У загальному випадку засоби вимірювання неелектричних величин 
конструктивно найчастіше складаються з двох самостійних вузлів:  

- сенсора, що неелектричну величину перетворює в електричну;  
- засобу вимірювання електричної величини.  
Розглянемо узагальнену структурну схему (рис. 1.1) засобу вимірюван-

ня параметрів обертального руху. 

Рисунок 1.1 – Структурна схема засобу вимірювання параметрів  
обертального руху: ОВ – об’єкт вимірювання; МС – муфта спряження; 

СКШ – сенсор кутової швидкості;  
ВКЕВ  – вимірювальний канал миттєвих значень частоти 

Така структурна схема продиктована конструктивною особливістю 
об’єктів вимірювання (ЕМПЕ), основними з яких є такі:  

- асинхронні; 
- синхронні; 
- постійного струму; 
- крокові; 
- моментні; 
- турбіни; 
- гідрогенератори; 
- оборотні машини; 
- з магнітним підвісом і т. д. 
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Муфта спряження ОВ з сенсором також вносить свої труднощі в про-
цес проектування тахометрів. Серед інших виділимо такі основні особли-
вості: 

- різноманітність конструкцій муфт спряження ОВ з СКШ; 
- ексцентриситет з’єднання валів ОВ і СКШ; 
- наявність перехідного процесу МС суттєво обмежує нижню межу ви-

мірювання. 
Оскільки основним елементом ЗВ неелектричних величин є різні вимі-

рювальні перетворювачі, розглянемо більш детально принципи їх побудо-
ви. Залежно від енергетичних властивостей вихідного сигналу і способу 
його подальшого використання первинні вимірювальні перетворювачі по-
діляються на дві великі групи: параметричні і генераторні. В тахометрії 
перевагу надають генераторним сенсорам, основними з яких є: 

- тахогенератори постійного і змінного струму; 
- фотоелектричні сенсори на основі Муарового ефекту; 
- високочутливі фотоелектричні сенсори N-кодери. 
Така увага до цих вимірювальних перетворювачів пояснюється: 
- широким діапазоном вимірюваних швидкостей; 
- малим моментом інерції вала самого сенсора; 
- надзвичайно великою роздільною здатністю (z = 1000…50000). 
Не менш важливим в структурі тахометра є вимірювальний канал, до 

основних особливостей відносять такі: 
- вимірювання частоти миттєвих значень тільки в прилеглих інтерва-

лах; 
- забезпечення за відносно невеликий проміжок часу (частки, одиниці 

секунд) великої кількості виміряних значень (десятки тисяч); 
- наявність великого об’єму оперативної пам’яті під результати вимі-

рювань; 
- програмне забезпечення згладжування експериментальних даних для 

наступного диференціювання; 
- апаратне, програмне і метрологічне забезпечення метрологічної атес-

тації і повірки вимірювального каналу кутової швидкості. 
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РОЗДІЛ 2 
МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ  

ЕЛЕКТРОМЕХАНІЧНИХ ПЕРЕТВОРЮВАЧІВ ЕНЕРГІЇ 

2.1 Класифікація та аналіз математичних моделей 

Перші роботи з математичної теорії ЕМ з’явилися всередині 20–40-х 
років. До них відносяться роботи Р. Парка, О. О. Горєва, Г. Крона, 
Г. М. Петрова. Фундаментальними роботами з математичної теорії ЕМ є 
роботи Г. Крона, який запропонував модель і рівняння узагальненої ЕМ. 

В останні роки зусиллями багатьох вчених (Б. Адкінс, І. О. Глєбов, 
Г. О. Сипайлов, Е. Я. Казовський, С. В. Страхов, В. В. Хрущев, 
І. П. Копилов, В. Й. Чабан) математична теорія ЕМ розвинулася досить 
глибоко. Використання обчислювальної техніки дозволило аналізувати 
усталені процеси як окремий випадок перехідних процесів. 

Історія розвитку електромеханіки свідчить про існування кількох під-
ходів до математичного моделювання і побудови математичних моделей 
ЕМ [1–16, 24, 27–31]: на базі теорії поля (рівняння Максвелла); на базі тео-
рії кіл (рівняння Кірхгофа); комбінований (рівняння Максвелла та Кірхго-
фа); на базі окремих фізичних законів (рівняння Лагранжа 2-го роду). 

Найдосконалішим та найпоширенішим є комбінований підхід, в якому 
поєднуються рівняння поля та рівняння кіл, коли, виходячи з картин поля у 
повітряному зазорі ЕМ, записують рівняння напруг, а через струми чи по-
токозчеплення – рівняння електромагнітного моменту. 

У цьому випадку ЕМ (рис. 2.1) подається як багатополюсник, що має 
електричні виводи, які характеризуються напругою U  і частотою f; меха-
нічні виводи: момент на валу Мем, кутова швидкість ωr та момент механіч-
них втрат М0. 

Рисунок 2.1 – Ідеалізоване подання ЕМ у вигляді багатополюсника 

Загальний стан розвитку теорій технічної діагностики ЕМ важко охо-
пити без класифікації існуючих діагностичних моделей ЕМ. Пропонується 
класифікація (рис. 2.2) математичних моделей ЕМ за такими найхарактер-
нішими ознаками [17]: за видом представлення; за способом формування; 

,α ω

S 
ЕМ 

U
 
f 

M0 
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за вмістом розвитку несправності; за глибиною опису процесу; за фізич-
ним принципом; за способом розв’язання рівнянь Максвела; за видом еле-
ктричної схеми заміщення; за видом системи координат; за методом аналі-
зу схеми заміщення. 

Математичні моделі ЕМ

За фізичним принципом

За способом
розв'зання рівнянь 

Максвела

За видом електричної 
схеми заміщення

За видом системи 
координат

За методом аналізу 
схеми заміщення

За глибиною опису процесу

За видом представлення
Фізичні Математичні

Нелінійні Дискретні Лінеаризовані

За вмістом опису
несправності

Модель ЕМ із
нормальним

функціонуванням

Модель ЕМ із
закладеним розвитком

несправності

Аналітичні

За способом формування

Емпіричні Емпіріко-теоретичні

На основі теорії
поля (рівняння

Максвелла) 

На основі теорії кіл 
(рівняння Кірхгофа)

Комбіновані
(рівняння Максвелла і 

Кірхгофа) 

Метод кінцевих
елементів

Метод зображень

Метод розділення
змінних

Метод кінцевих
різниць 

Метод
проводимостей

зубцових контурів

На основі окремих 
фізичних законів

(рівняння Лагранжа)

Г-подібні схеми

Т-подібні схеми

Схема
Т.Г.Сорокера

та її модифікації

Схема Вейнотта

Метод 
комплексних 

амплітуд

Спірально- 
векторний метод

Реальна система 
координат

Система координат 
α, β, 0

Система координат 
d, q, 0

Система координат 
α, β, γ

Рисунок 2.2 – Класифікація математичних моделей ЕМ 

Метод провідностей 
зубцевих  
контурів 
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2.2 Математична модель асинхронного двигуна 

Диференціальні рівняння АД можливо записати в кількох різних фор-
мах. Найпоширенішою формою запису диференціальних рівнянь для АД є 
система координат α, β, 0 [27]: 

s s s s

s s s s

r r r r r r

r r r r r r

d dt U i R ;
d dt U i R ;

d dt U i R ;

d dt U i R ,

α α α α

β β β β

α α α α β

β β β β α

ψ = −
 ψ = −
 ψ = − − ω ψ
 ψ = − − ω ψ

(2.1) 

де s s r r, , ,α β α βψ ψ ψ ψ  – потокозчеплення статора і ротора в координатах; 
α, β, 0; s s r rU ,U ,U ,Uα β α β  – проекції напруг статора і ротора на осі коорди-
нат; α, β, 0; s s r ri ,i ,i ,iα β α β – струми в обмотках статора і ротора; 

s s r rR ,R ,R ,Rα β α β  – активні опори статора і ротора; ωr – кутова швидкість 
обертання ротора. 

Потокозчеплення в (2.1) зображуються у вигляді: 

s s s m r

s s s m r

r r r m s

r r r m s

L i L i ;
L i L i ;

L i L i ;
L i L i ,

α α α α

β β β β

α α α α

β β β β

ψ = +
ψ = +
ψ = +
ψ = +

(2.2) 

де s s r rL ,L ,L ,Lα β α β  – індуктивності в обмотках статора і ротора; mL  – вза-
ємна індуктивність між обмотками статора і ротора. 

Таку математичну модель було вибрано як базову для проведення по-
дальших досліджень, оскільки вона є найбільш поширеною та універсаль-
ною. 

Беручи узвичаєні допущення s s SL L Lα β= = ; r r rL L Lα β= = ; 

s s sR R Rα β= = ; r r rR R Rα β= =  і підставивши (2.2) в (2.1), отримаємо 

s s s s s m r

s s s s s m r

r r r r r m s r r r m s

r r r r r m s r r r m s

d dU R i (L i ) (L i );
dt dt
d dU R i (L i ) (L i );
dt dt
d dU R i (L i ) (L i ) (L i L i );
dt dt
d dU R i (L i ) (L i ) (L i L i ).
dt dt

α α α α α

β β β β β

α α α α α β β

β β β β β α α

 = + +

 = + +


 = + + + ω +


 = + + − ω +


(2.3) 
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