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ВСТУП 

Необхідність побудови систем контролю моменту інерції зумо-
влена областю прояву та ступенем впливу на рух інертності обер-
тових мас, мірою якої і слугує цей параметр. Найбільш критично 
вплив моменту інерції виявляє себе в фізично та структурно склад-
них і неоднорідних технічних системах, до яких належить перева-
жна більшість електротехнічних установок, комплексів і систем з 
обертальною та складною формами руху. Оскільки момент інерції 
визначає характер руху системи і водночас залежить від цього ру-
ху, інформація про нього є важливою, а сам технічний параметр – 
надзвичайно інформативним. Відсутність або неточність інформа-
ції щодо значення моменту інерції технічної системи через неви-
значеність диференціальних рівнянь руху суттєво ускладнює або і 
унеможливлює розв’язування цілої низки важливих науково-
технічних та прикладних задач. За зазначених умов найбільш ураз-
ливими є нестаціонарні і нелінійні електромеханічні, робототехні-
чні і мехатронні системи з великим числом ступенів вільності. На-
приклад, під час руху промислових маніпуляторів і роботів, систем 
позиціонування та стеження (комплексів радіолокаційного дозору і 
наведення, РЛС, астрономічних інструментів), підіймально-
транспортних машин (підйомних кранів, вантажних та вантажно-
пасажирських підіймачів і транспортерів, прокатних станів), зем-
лерийних машин (одноківшових і роторних екскаваторів тощо) їх 
власний або приведений момент інерції в активній частині багато-
вимірного робочого простору може змінюватися від кількох до де-
сятків разів. Актуальним є і контроль моменту інерції стаціонарних 
електротехнічних систем, де зміна цього параметра не передбачена 
алгоритмом функціонування. Для таких систем суттєві зміни в зна-
ченнях моменту інерції свідчать про виникнення аварійної ситуа-
ції, яка вимагає щонайшвидшого реагування та запобігання її роз-
витку. І хоча на сьогодні розроблено чимало методів і засобів іден-
тифікації, вимірювання і контролю моменту інерції, проте перева-
жна більшість з них (понад 97 %) є руйнівними і потребує поперед-
ніх часткової або повної деактивації та демонтажу технічної систе-
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ми. Ті ж, що залишаються, мають низькі метрологічні характерис-
тики або обмежену область застосування. Для більшості з названих 
електротехнічних комплексів та систем проведення демонтажних 
робіт задля контролю моменту інерції через конструкційні і функ-
ціональні особливості будови є або занадто складним, тривалим і 
економічно невигідним, або неможливим взагалі. Тому для них вже 
сьогодні існує нагальна потреба в розробці нових високоякісних 
неруйнівних методів і засобів контролю моменту інерції. Водночас 
вихідний базис теорії контролю моменту інерції виявляє свою сла-
бкість і внаслідок відсутності в ньому окремих базисних елементів, 
зокрема узагальнених відносно числа ступенів вільності математи-
чної, структурної та електричних моделей систем контролю момен-
ту інерції, принципово не здатен ефективно розв’язувати ні вияв-
лену задачу, ні задачі, які її супроводжують. Через це дослідження 
власне процесу контролю моменту інерції електротехнічних ком-
плексів та систем з великим і наперед невизначеним числом ступе-
нів вільності їхніх рухомих частин є домінуючою науково-
практичною задачею, затребуваність у розв’язуванні якої зумовле-
на її узагальненим характером та актуальністю підпорядкованих їй 
декомпозиційних задач.  
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РОЗДІЛ 1 
АНАЛІЗ СУЧАСНОГО СТАНУ ТЕОРІЇ КОНТРОЛЮ 

МОМЕНТУ ІНЕРЦІЇ ЕЛЕКТРОТЕХНІЧНИХ  
КОМПЛЕКСІВ ТА СИСТЕМ 

В процесі виробництва електротехнічних систем з обертальною і 
складною формами руху та під час їх експлуатації в промисловості, 
енергетиці, на транспорті, будівництві, в аграрно-промисловому ком-
плексі з метою забезпечення енергоефективної та безаварійної роботи 
постає задача вимірювання та контролю одного з чи не найважливі-
ших технічних параметрів – осьового моменту інерції. Останній є мі-
рою інертності тіла обертання по відношенню до свого руху навколо 
заданої осі і визначає енергетичний стан та динамічні властивості те-
хнічної системи в цілому. 

1.1 Окремі положення теорії моментів інерції 

Геометрія мас. Геометрія мас як спеціальний розділ теоретичної 
механіки, вивчає розподіл матеріальних мас механічних систем в про-
сторі і об’єднує в собі низку теорій, які своїм предметом мають теоре-

тичні та експериментальні дослідження сум виду ( )
1

n

k k k k
k

f x , y ,z m
=
∑ , 

поширених на всі утворюючі систему матеріальні точки за умови її 
дискретного подання. У випадку суцільних тіл чи неперервних сере-
довищ об’єктами дослідження стають інтеграли виду 

( ) ( ), , , ,
V

f x y z x y z dxdy dzρ∫∫∫ . Назва «геометрія мас» запропонована в

1857 році французьким вченим Атоном де ля Гупієром. 
Теорія моментів інерції. Теорія моментів інерції є складовою ге-

ометрії мас і вивчає такі вищенаведені суми та інтеграли, які утворю-
ються в припущенні, що функція ( ), ,f x y z  є цілою функцією другого 
степеня відносно координат [1-20]. Тому предметом дослідження тео-
рії моментів інерції є момент другого порядку, який називають моме-
нтом інерції. Вперше величини, подібні моментам інерції, були отри-
мані в 1673 р. в роботах Хр. Гюйгенса, а сам термін «момент інерції» 
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був введений в 1749 р. Л. Ейлером. Він же сформулював фундамента-
льні положення та теореми, що власне і утворили основу теорії.  

Момент інерції відносно осі. Моментом інерції дискретної сис-
теми відносно осі (осьовим моментом інерції) називається скалярна 
величина, яка дорівнює сумі добутків мас матеріальних точок цієї си-
стеми на квадрати їх відстаней до осі [1–3] 

2

1

n

k k
k

J r m
=

=∑ , (1.1) 

а для тіл з неперервним розподілом маси в просторі – 
2

m

J r dm= ∫ , (1.2) 

за наявності прямокутної системи координат – 
( ) ( )2 , , , ,

V

J r x y z x y z dxdy dz= ρ∫∫∫ .

Фізичний зміст осьового моменту інерції. Осьовий момент іне-
рції тісно і глибоко пов’язаний з динамікою обертального руху меха-
нічної системи і має прямий фізичний зміст. 

Наприклад, під час обертального руху твердого тіла навколо не-
рухомої осі z  похідна за часом його кутової швидкості (кутове прис-
корення) перебуває в прямопропорційній залежності до головного 
моменту прикладених сил і обернено пропорційній до моменту інер-
ції твердого тіла відносно осі обертання: 

z

z

d M
d t J
ω
= . (1.3) 

Це означає, що осьовий момент інерції входить до складу основ-
ного закону динаміки обертального руху (1.3) як параметр, який хара-
ктеризує протидію цієї механічної системи будь-якій зміні власної 
кутової швидкості обертання відносно заданої осі. В загальному ви-
падку ступінь такої протидії безпосередньо залежить від орієнтації 
розподілу мас механічної системи відносно осі обертання і зі зміною 
їх розташування також зазнає зміни.  

Таким чином, перебуваючи в залежності від просторового розпо-
ділу мас, осьовий момент інерції є мірою, яка характеризує інертність 
окремого тіла або системи тіл під час обертального руху навколо де-
якої нерухомої осі обертання. 
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1.2  Контроль моменту інерції в електротехнічних комплексах 
і системах з обертальною та складною формами руху 

Момент інерції належить до основних технічних параметрів сис-
тем з як власними, так і привідними тілами обертання, а його вимірю-
вання та контроль залишаються і дотепер важливими та зазвичай 
складними науково-технічними задачами. 

1.2.1 Значення і вплив моменту інерції на роботу технічних 
систем в динамічних та стаціонарних режимах 

Історична довідка. Значення моменту інерції як технічного па-
раметра електротехнічних установок, систем і комплексів з оберталь-
ною та складною формами руху було докладно досліджено і висвітле-
но в багатьох наукових роботах як теоретичного, так і прикладного 
характеру [21–52]. Зокрема вплив моменту інерції розкрито в класич-
ній теорії усталених режимів електричних машин, створеній на поча-
тку 30-х років минулого століття працею багатьох видатних вчених, 
серед яких Е. Арнольд, М. Відмар, К. А. Круг, А. Дрейфус, Р. Ріхтер, а 
також в теорії перехідних процесів електричних машин, яка була 
сформована науковими доробками Р. Парка, А. А. Горєва [24, 25], 
Б. Адкінса, І. Ковача, Б. Геллера, Г. Крона, І. Раца, Д. Уайта [22], 
К. Ф. Вагнера, Р. Д. Еванса, Г. Обердорфера, П. С. Жданова [27], 
С. А. Лєбєдєва, В. А. Веникова [30]. Сучасна теорія електричних ма-
шин, розвиток якої продовжується і дотепер науковими школами 
А. А. Войтеха, І. П. Копилова [28, 29], І. М. Постнікова, В. Й. Чабана 
та інших,  приділяє особливу увагу дослідженню впливу різних пара-
метрів електричних систем та комплексів на їх статичні та динамічні 
режими роботи. В цій теорії момент інерції віднесено до найважливі-
ших параметрів технічних систем з обертальною формою руху. Як 
наслідок, наприклад, всі наукові напрямки комплексного випробову-
вання електричних машин, в розробку яких покладено роботи 
О. Д. Гольдберга, Г. К. Жерве [48], М. Т. Костенка, Л. М. Піатровсь-
кого, а також І. М. Богаєнка, В. Б. Дудикевича, Н. В. Кіріанакі, 
Л. А. Потапова, Ю. І. Чучмана, В. О. Поджаренка, Ю. М. Юферова, 
В. В. Кухарчука [31] передбачають серед іншого і обов’язкове дослі-
дження моменту інерції.  
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Значення та вплив моменту інерції. Огляд та аналіз теоретичних 
і експериментальних досліджень, об’єктами вивчення яких є електро-
технічні системи з обертальними масами [21–50], дозволяє зробити 
такі висновки:  

1) момент інерції безпосередньо впливає на енергетичний стан те-
хнічних систем з обертальною та складною формами руху,  зумовлює 
характер зовнішнього та внутрішнього енергообміну в них і визначає 
загальну динаміку їх еволюції;  

2) момент інерції входить до складу диференціального рівняння
руху технічної системи, якісно та кількісно визначає характер цього 
руху як під час перехідного процесу, так і під час функціонування в 
усталеному режимі роботи.  

3) вплив моменту інерції під час руху системи, себто зміни свого
стану, безпосередньо або опосередковано поширюється практично на 
всі узагальнені координати та швидкості системи, які визначають цей 
стан, незалежно від їх фізичної природи. Для електротехнічних сис-
тем ця обставина є важливою, оскільки їх рух поєднує в собі різні за 
природою фізичні явища, зокрема – механічні, електромагнітні та 
термодинамічні; 

4) зміна моменту інерції навіть під час усталеного руху електроте-
хнічної системи викликає в ній перехідний процес, який здатен охо-
пити всю систему в цілому і поширитися на інші узагальнені коорди-
нати і швидкості як механічного, так і немеханічного походження; 

5) за усталеного стаціонарного руху тіл обертання електротехніч-
них систем, коли кутова швидкість і момент інерції у часі залишають-
ся постійними, вплив останнього на характері функціонування техні-
чної системи не позначається ні кількісно, ні якісно.   

Наведені висновки знаходять своє підтвердження в вищеназваних 
бібліографічних посиланнях на численних прикладах дослідження 
різноманітних фізичних та електротехнічних комплексів та систем з 
обертальною формою руху, зокрема: під час аналізу пуску двигунів 
постійного струму та синхронних і асинхронних двигунів, наприклад, 
при визначенні часу розгону двигуна, втрати ним швидкості внаслідок 
посадки напруги, теплових втрат в обмотках; під час дослідження ме-
ханічних коливань в машинах змінного струму, а саме: синхронізува-
льних сил в генераторах змінного струму, власної частоти та затухан-
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ня вільних коливань, вимушених механічних коливань, власних коли-
вань асинхронних двигунів; під час вивчення комутаційних по-
штовхів в синхронних машинах: коливань після неточної синхроніза-
ції, стійкості при поштовхах навантаження, ресинхронізації після ко-
роткого замикання; під час дослідження паралельної роботи машин в 
електроенергетичній системі: розподілу поштовхів навантаження, су-
місних коливань генераторів і асинхронних двигунів; під час визна-
чення характеру взаємодії регуляторів швидкості первинних двигунів 
в енергетичних системах тощо. 

1.2.2 Особливості контролю моменту інерції електротехнічних 
установок, комплексів та систем 

Контроль за моментом інерції електротехнічних установок, ком-
плексів та систем – це складний процес, в якому в стані взаємодії 
водночас перебуває чимало компонентів як внутрішнього, так і зов-
нішнього підпорядкування [32,53–76]. Їх ознаки, властивості і спосіб 
взаємодії між собою виявляють певні закономірності та істотні уста-
лені зв’язки – фізичні, математичні, технічні, структурні, функціона-
льні, каузальні (причинні), логічні, генетичні, організаційні тощо, які 
як окремо, так і в взаємодії розкривають і загальне, і особливе, що 
притаманне процедурі контролю моменту інерції, і цим визначають її 
суть. Тому чинників, які вирізняють цей різновид контролю з поміж 
інших і надають йому характерних ознак і особливостей, існує чима-
ло. До основних з них, наприклад, можна віднести: 

– фізичну природу саме обертального руху матеріальної технічної
системи як об’єкта контролю та вплив моменту інерції на цей рух; 

– математичний апарат теорії диференціальних рівнянь, які є ос-
новними в описі континуальних динамічних явищ і фізичних проце-
сів, що відбуваються в технічних системах з обертальною або склад-
ною формами руху; 

– поліенергетичну сутність електротехнічних установок, комплек-
сів та систем і складний характер взаємоперетворення, обміну і диси-
пації енергії в них; 

– специфічну структуру диференціальних рівнянь руху в обраній
системі узагальнених координат і швидкостей та сукупність інформа-
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тивних параметрів, які разом і визначають водночас і фізичні принци-
пи, і алгоритм методу, і технічну будову засобу контролю моменту 
інерції; 

– динамічний характер первинного перетворення статичного і ди-
ференціального моментів інерції  в математично з ними пов’язану фі-
зичну величину як механічного, так і немеханічного походження та 
ступінь впливу первинних перетворювачів на режим роботи об’єкта 
контролю;  

– відмітну структурну, конструкційну і монтажну будову (архітек-
туру) технічних систем з обертальною і складною формами руху, яка 
була сформована під впливом дії різних факторів і зокрема – необхід-
ністю забезпечення надійної, безаварійної, безпечної і енергоефекти-
вної роботи таких систем в заздалегідь визначених та випадкових 
внутрішніх і зовнішніх умовах, що, в свою чергу, ускладнює задачу 
неруйнівної форми контролю моменту інерції;     

– зазвичай динамічну природу зовнішнього технічного оточення
(первинні і вторинні джерела енергії, навантаження та інші споживачі 
енергії різної фізичної природи, різноманітні системи автоматизова-
ного і автоматичного керування тощо), що спряжене з електротехніч-
ними установками, комплексами і системами як об’єктами контролю, 
а також інші нестаціонарні умови експлуатації останніх. 

Названі чинники як узагальнюючі в кожному окремому випадку 
доповнюються конкретним змістом. Яким саме – залежить, по-перше, 
від виду електротехнічної системи, її функціонального призначення, 
каталожних даних, масо-габаритних показників та інших технічних 
параметрів і характеристик системи, по-друге, умов її експлуатації та 
параметрів зовнішнього оточення і, по-третє, від обраних відповідно 
до фізичної та математичної моделей принципів, методів і засобів ко-
нтролю моменту інерції.  

Наприклад, характерною особливістю переважної більшості відо-
мих на сьогодні методів та засобів контролю моменту інерції роторів 
електричних двигунів постійного та змінного струмів, як показує біб-
ліографічний огляд [2, 31, 32, 77–112], є первинне перетворення мо-
менту інерції в інші фізичні величини суто механічної природи – гео-
метричні, кінематичні або динамічні, які безпосередньо пов’язані з 
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обертальною формою руху самого об’єкта контролю. Відтак ця обста-
вина надає процедурі контролю моменту інерції тих особливих ознак, 
які є характерними для контролю параметрів обертального руху вза-
галі, серед них – кутові переміщення, швидкості, прискорення, моме-
нтні характеристики, енергії тощо.   

На сьогодні, як відомо [31], контроль за моментними характерис-
тиками електричних двигунів (а до них відносять, окрім статичного, 
ще й динамічний момент інерції ротора, а також надлишковий, дина-
мічний, номінальний, максимальний, пусковий моменти двигуна, мо-
менти імпульсу, їх залежності від інших параметрів двигуна та пара-
метрів режиму його роботи) є найбільш трудомістким, неточним, ма-
лоефективним, майже неавтоматизованим та з низькою швидкодією. І 
попри те, що ці параметри електродвигуна належать до його основних 
характеристик, вони в багатьох випадках не підлягають контролю у 
зв’язку з відсутністю відповідних технічних засобів, що пояснюється 
недосконалістю методів контролю, його математичного та теоретич-
ного забезпечення, відсутністю еталонів названих моментів. З поміж 
моментних характеристик в першу чергу вищесказане стосується ди-
намічного моменту інерції як власне ротора, так інших обертальних 
мас електричної машини. Задача його контролю та вимірювання є ви-
нятково складною і наразі в загальному вигляді ні теоретично, ані 
практично нерозв’язаною.  

Складним завданням залишається і розв’язування задачі високо-
точного контролю моменту інерції у випадку первинного перетворен-
ня моменту інерції в геометричні та кінематичні механічні фізичні 
величини – час, кутові переміщення, швидкості та прискорення, що 
пов’язано з необхідністю вимірювання цих інформативних параметрів 
в динамічному режимі роботи. Останній, як відомо, має низку особ-
ливостей, які ускладнюють процедуру контролю [32], що передусім 
пов’язано з необхідністю отримання великої кількості контрольно-
вимірювальної інформації протягом досить короткого проміжку часу. 
Докладно це питання висвітлено в роботах [31, 32, 53, 59]. 

Необхідно зауважити, що відмітні ознаки та особливості контро-
лю моменту інерції в сукупності всіх своїх окремих проявів познача-
ються і на загальному рівні – на формуванні теорії контролю моменту 
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інерції електротехнічних установок, комплексів та систем. Бібліогра-
фічний огляд та аналіз її основних положень приводить до висновку, 
що серед основних компонентів цієї теорії на сьогодні найрозвинені-
шою є вихідна емпірична основа – потужна експериментальна база 
відомих методів і засобів контролю моменту інерції, систематизовані 
і перевірені практикою емпіричні дані якої доводять дієздатність 
останніх і адекватність їхніх математичних моделей. Водночас інший 
компонент цієї теорії – вихідна теоретична основа, яка має аналітич-
но узагальнювати виявлені в процедурі контролю моменту інерції іс-
тотні ознаки, властивості, особливості, закономірності і усталені 
зв’язки, на сьогодні адекватно не відповідає першій, а відтак є незадо-
вільною і потребує суттєвого і всебічного удосконалення, про що мо-
ва піде нижче. 

1.3 Огляд, систематизація та порівняльний аналіз 
відомих методів контролю моменту інерції  

електротехнічних комплексів і систем 

Задля виявлення і обґрунтування можливих проблем і задач в нау-
ково-технічному сегменті теорії контролю моменту інерції насампе-
ред проведемо докладний огляд  та систематизацію відомих методів і 
побудованих на їх основі засобів контролю моменту інерції [2, 31, 32, 
77–112]. Для систематизації за основу оберемо схему, запропоновану 
М. М. Гернетом і В. Ф. Ратобильским [2],  яка на сьогодні, попри її 
недоліки (див. нижче), є серед існуючих найбільш повною і доскона-
лою. Результати роботи зведемо до таблиці (табл. 1.1).  

Таблиця 1.1 – Систематизація відомих методів контролю МІ 

АНАЛІТИЧНІ МЕТОДИ 

1.1  Аналітичний метод з неперервним розподілом маси 
1.2  Аналітичний метод з дискретним розподілом маси 

ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНІ МЕТОДИ 

1  Метод фізичного маятника 

18



Продовження табл. 1.1 

1.1  Метод фізичного маятника за періодом коливань 
1.1.1  Без врахування впливу амплітуди 
          1.1.1.1  З визначенням центра мас динамометром     
          1.1.1.2  З визначенням центра мас кількаразовим врівноважуванням 

на вістрі призми     
          1.1.1.3  З визначенням центра мас за допомогою виска кількаразо-

вим підвішуванням 
      1.1.1.4  З визначенням центра мас за допомогою десяткових ваг 

1.1.2  З урахуванням впливу амплітуди 
1.2  Метод фізичного маятника за його приведеною довжиною 

 (Метод приведеного маятника) 
1.3  Метод гойдання на паралельних осях 

1.3.1  Метод гойдання на двох паралельних осях 
 1.3.1.1  За періодом коливань 

            1.3.1.1.1  З розташуванням центра мас між осями 
            1.3.1.1.2 З розташуванням центра мас з боку від осей і більш 

віддаленою першою віссю   
         1.3.1.1.3  З розташуванням центра мас з боку від осей і більш 

віддаленою другою віссю
          1.3.1.2  За приведеною довжиною 

           1.3.1.2.1  З розташуванням центра мас поміж осями 
             1.3.1.2.2  З розташуванням центра мас з боку від осей і більш 

віддаленою першою віссю 
          1.3.1.2.3  З розташуванням центра мас з боку від осей і більш 

віддаленою другою віссю 
        1.3.2  Метод гойдання на трьох паралельних осях 

          1.3.2.1  За періодами коливань 
          1.3.2.2  За приведеною довжиною 
1.3.3  Метод гойдання на трьох непаралельних осях 

1.4  Метод гойдання з еталоном  (метод Гауса) 
1.4.1  За періодом коливання 
           1.4.1.1  З розташуванням центра мас еталона на осі підвісу об’єкта 

контролю 
1.4.2  За приведеною довжиною   

      1.4.2.1  З розташуванням центра мас еталона на осі підвісу об’єкта 
контролю 
1.5  Метод коливань ротора з еталоном в підшипниках ротора 
1.6  Метод гойдання з еталоном «ваги гойдання» 
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Продовження табл. 1.1 

1.7  Метод гойдання з переміщенням додаткової ваги 
1.7.1  За періодом коливання    
1.7.2  За приведеною довжиною   

1.8  Метод коливання за увігнутими направляючими   

1.9  Метод еліптичного маятника 
1.9.1  З еталоном   
1.9.2  Без еталона   

1.10  Метод з врахуванням впливу дисипативних сил   

2  Метод подвійного маятника 

2.1  Із заздалегідь відомим положенням центра мас   
2.2  Із невідомим положенням центра мас   

3  Метод крутильних коливань (метод уніфіляра) 

3.1  Із заздалегідь відомою направляючою силою   
        3.1.1  З визначенням направляючої сили через модуль зсуву 

 3.1.2  З визначенням направляючої сили за допомогою динамометрично-
го пристрою 
3.2  Із вилученням направляючої сили 

3.2.1  З еталоном  
          3.2.1.1  «Англійський спосіб» 

 3.2.1.2  Метод Гауса 
 3.2.1.3  Модифікація методу Гауса за формулою Кулона 

3.2.2  Пружних коливань на приладі 

4  Метод коливань нитяних підвісів 

4.1  Метод біфіляра 
4.1.1  Крутильних коливань 
          4.1.1.1  З паралельним нитяним підвісом 

          4.1.1.1.1  Метод Улера  
 4.1.1.1.2  Метод Гауса 

          4.1.1.2  З похилим нитяним підвісом 
       4.1.2  Повздовжніх коливань (в площині біфілярного підвісу)   
       4.1.3  Поперечних коливань 
4.2  Метод трифіляра   
4.3  Метод мультифіляра (поліфіляра) 
        4.3.1  З циліндричним нитяним підвісом 

4.3.2  З конічними нитяним підвісом 
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