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ВСТУП 

Теоретичні основи теплотехніки (ТОТ) є нормативною загальноінже-
нерною дисципліною, що входить до навчальних планів вищих навчальних 
закладів (ВНЗ), які навчають студентів за освітньою програмою «Галузеве 
машинобудування» та є теоретичною базою для окремих прикладних роз-
ділів загальноінженерних і спеціальних (фахових) дисциплін, які вивча-
ються за спеціальністю 133 – «Галузеве машинобудування».  

Дисципліна ТОТ в повному обсязі складається з двох великих частин, 
які умовно можна назвати так: «Технічна термодинаміка» та «Теорія теп-
лопередачі». 

Професійна діяльність фахівців (магістрів) за спеціальністю «Галузеве 
машинобудування» пов’язана з конструюванням та експлуатацією машин, 
обладнання і устаткування для різних галузей народного господарства, на-
приклад, оброблення матеріалів різанням і тиском, переробних виробництв 
тощо. Магістри за вказаною спеціальністю також можуть працювати в на-
уково-дослідних установах, які проводять теоретичні та експериментальні 
дослідження механічних систем. 

Оброблення сучасних високоміцних та високов’язких матеріалів, з яких 
виготовляють деталі механізмів і машин, супроводжується інтенсивним 
виділенням теплоти, впливом якої на параметри технологічних процесів 
оброблення, стійкість та довговічність інструментів знехтувати не можна. 
Без розуміння суті процесів теплообміну неможливо правильно 
призначити режими термічного чи хіміко-термічного оброблення, яке 
обов’язково проходять усі важливі деталі сучасних машин. Теплові 
деформації в сучасних металорізальних верстатах, які працюють в умовах 
підвищених вимог до продуктивності і точності оброблення, суттєво 
можуть впливати на якість деталей, що на них виготовляються. Теплові 
процеси також мають місце і в інших технологічних машинах. 

Щоб грамотно розв’язувати інженерні задачі під час експлуатації та 
створення нових машин і сучасних технологій виготовлення їх деталей, а 
також проводити теоретичні та експериментальні дослідження механічних 
систем, фахівці зі спеціальності «Галузеве машинобудування» повинні ма-
ти гарну підготовку насамперед з другої частини ТОТ, а саме «Теорія теп-
лопередачі», де детально розглядаються теоретичні основи різних видів 
теплопередачі, тепломасообміну та методи розв’язування теплофізичних 
задач. 

Для професійної діяльності фахівців, наприклад, зі спеціальності «Ав-
томобілі та автомобільне господарство», переважне значення має перша 
частина ТОТ, «Технічна термодинаміка», яка є теоретичною базою для 
аналізу і розрахунку теплових машин (теплові двигуни, теплові насоси, хо-
лодильники тощо) та їх теплосилових циклів. 
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Враховуючи зроблені зауваження і, зважаючи на малий плановий обсяг 
лекційних, практичних та лабораторних занять з дисципліни ТОТ для сту-
дентів, що навчаються за освітньою програмою «Галузеве машинобуду-
вання», основний матеріал цього посібника присвячено теоретичним пи-
танням теплопередачі та тепломасообміну, а технічна термодинаміка по-
дана одним розділом – «Теплосилові цикли теплових машин». 

Посібник може бути використаний для підготовки з теоретичних пи-
тань тепломасообміну студентами інших спеціальностей, наприклад, 131 – 
«Прикладна механіка». 

Під час написання цього посібника як базове джерело використано на-
вчальний посібник автора: «Обертюх Р. Р. Теоретичні основи теплотехніки 
: навчальний посібник / Обертюх Р. Р. – Вінниця : ВНТУ, 2010. – 165 с.» 

Посібник складається з п’яти розділів, перші три яких присвячено ос-
новам теорії передавання теплоти теплопровідністю, конвекцією та випро-
мінюванням, наведено відомості про елементи теорії подібності та моде-
лювання конвективного теплообміну, а також викладено основні поняття 
про особливості тепломасообміну під час зміни агрегатного стану рідини, 
наявності дифузійних процесів та хімічних перетворень. В невеликому че-
твертому розділі розглянуто теоретичні основи розрахунку теплових (тер-
мічних) напружень і деформацій, а п’ятий розділ присвячено теплосило-
вим циклам теплових машин. В кінці посібника розміщено практикум із 
задач, складених за теоретичним змістом розділів посібника, та тестів для 
самоконтролю знань, набутих під час вивчення дисципліни «Теоретичні 
основи теплотехніки». З метою набуття навичок розв’язування та оформ-
лення задач з курсу ТОТ, в практикумі також наведено приклади типових 
розв’язань задач за тематикою розділів посібника. 

Для перевірки та закріплення набутих під час вивчення дисципліни 
ТОТ знань, до кожного розділу подано питання для самоперевірки. 

Для більш глибокого ознайомлення з окремими питаннями тепломасо-
обміну, технічної термодинаміки та методами розв’язування інженерних 
теплофізичних задач посібник містить список літератури, а також в кінці 
посібника наведено українсько-англійський словник найбільш вживаних 
термінів. 
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1 ОСНОВИ ВЧЕННЯ ПРО ТЕПЛОПРОВІДНІСТЬ 
 
1.1 Методи вивчення фізичних явищ природи 
 
Відповідно до уявлень сучасної фізики явища природи і теплопровід-

ності (heat-conducting) зокрема можна досліджувати двома методами: фе-
номенологічним (the phenomenon is logical) та статистичним (statistic). 

У феноменологічному методі дослідження ігнорується мікроскопічна 
будова речовини і вважається, що речовина є суцільним середовищем (ко-
нтинуум). Цей метод дозволяє установити закони явищ природи в най-
більш загальному вигляді. Вплив мікробудови речовини у випадку викори-
стання феноменологічного методу дослідження враховується за допомо-
гою експериментальних коефіцієнтів, точність яких визначає точність са-
мого методу. Перевага методу − це можливість одразу знайти загальні 
зв’язки між параметрами, що характеризують явище природи, а недолік − 
це необхідність проведення складних експериментальних досліджень, які 
до того ж часто потребують великих матеріальних витрат. 

Статистичний метод дозволяє отримати загальні закони природи на 
основі заданих властивостей мікроскопічної структури речовини без дода-
ткових експериментальних досліджень. Це основна перевага цього методу. 
Під час використання статистичного методу досліджень явищ природи ре-
човина розглядається як система, що складається з великої кількості струк-
турних елементів (молекул, іонів, електронів тощо) із заданими властивос-
тями та законами взаємодії. Недолік методу − його складність, оскільки за 
сучасного розвитку науки завершені розрахункові співвідношення можли-
во отримати лише для найпростіших фізичних моделей речовини. 

Аналітична теорія теплопровідності молекулярну будову речовини іг-
норує і розглядає речовину як суцільне середовище, тому дослідження 
процесів теплопровідності проводиться феноменологічним методом, який 
є правомірним за умови, що розміри об’єктів дослідження великі порівня-
но із відстанями ефективної міжмолекулярної взаємодії. 

 
1.2 Види теплопередачі. Температурне поле в твердому тілі 
 
Процес теплопередачі (heat transfer) або теплообміну (heat exchange) − 

це обмін внутрішньою енергією між окремими елементами або областями 
розглядуваного середовища. В природі існує три види теплоперенесення: 
теплопровідність, конвекція (convection) та теплове випромінювання (radiat-
ing). 

Теплопровідність − це молекулярне перенесення теплоти (heat) в ті-
лах (або між ними), обумовлене змінністю температури (temperature) в 
розглядуваному просторі [1]. Процес теплопровідності здійснюється під 
час безпосереднього стикання окремих тіл, що мають різні температури, 
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оскільки теплопровідність обумовлена рухом мікрочастинок речовини, то-
му цей вид теплопередачі ще називають молекулярним (molecular) перене-
сенням теплоти. В твердих тілах − діелектриках внутрішня енергія перено-
ситься під час пружних коливань атомів кристалічної ґратки. В металах 
енергія переважно передається за рахунок дифузії вільних електронів, а 
пружні коливання вузлів кристалічної ґратки в загальному балансі внутрі-
шньої енергії мають незначну частку.  

В рідинах процес теплопровідності здійснюється шляхом пружних 
хвиль, а в газах енергія переноситься внаслідок дифузії молекул і атомів. 

Конвекція − це процес перенесення теплоти під час переміщення 
об’ємів рідини або газу (текучого середовища) в просторі із області з одні-
єю температурою в область з іншою температурою [1]. Конвекція можлива 
тільки в текучому середовищі і завжди супроводжується теплопровідніс-
тю. Процес перенесення теплоти під час конвекції нерозривно пов’язаний з 
перенесенням маси самого середовища. Сумісний процес перенесення теп-
лоти конвекцією та теплопровідністю називається конвективним тепло-
обміном. Конвективний теплообмін між потоками рідини або газу і повер-
хнею твердого тіла називають тепловіддачею. 

Теплове випромінювання − процес поширення теплоти за допомогою 
електромагнітних хвиль. Цей процес визначається тільки температурою та 
оптичними властивостями випромінюючого тіла. Під час цього виду теп-
лопередачі внутрішня енергія тіла або середовища переходить в енергію 
випромінювання. Перетворення внутрішньої енергії речовини в енергію 
випромінювання, перенесення випромінювання та його поглинання речо-
виною називається теплообміном випромінюванням. Всі три елементарні 
процеси перенесення теплоти в природі і техніці часто проходять спільно. 
Спільний процес перенесення теплоти випромінюванням та теплопровідні-
стю називається радіаційно-кондуктивним (conductive) теплообміном, а 
якщо цей процес ще й супроводжується конвекцією, то його називають ра-
діаційно-конвективним або складним теплообміном. 

В техніці та природі часто процеси перенесення теплоти супроводжу-
ються перенесенням речовини, наприклад, під час випаровування води пе-
ренесення пари здійснюється молекулярним та конвективним шляхом. Та-
кий спільний молекулярний та конвективний процес перенесення маси ре-
човини називається конвективним масообміном (mass exchange), що зна-
чно ускладнює процес теплообміну. 

 
1.2.1 Температурне поле в твердому тілі 
 
Під час передавання теплоти теплопровідністю температура тіла може 

змінюватись як в просторі від точки до точки тіла, так і в часі. Таким чи-
ном вивчення процесу теплопровідності зводиться до знаходження рівнян-
ня (equation) 
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                                 1( , , , )t f x y z τ= ,                                           (1.1) 

 
де x, y, z – координати точок тіла,τ  – час зміни температури. 

Рівняння (1.1) – є математичний опис температурного поля (field) в 
найбільш загальному вигляді, коли температура змінюється в просторі і 
часі. Це поле відповідає неврівноваженому режиму (regime) теплопровід-
ності і називається нестаціонарним (unstationary). 

У випадку стабілізації теплового режиму температура кожної точки ті-
ла з часом не змінюється, є функцією тільки координат і таке поле назива-
ється стаціонарним (stationary): 

 
                                         t = f2(x, y, z);                                                     (1.2) 
 
Температурні поля, що відповідають рівнянням (1.1) та (1.2) є просто-

ровими або тривимірними. 
Якщо температура є функцією тільки двох координат, то таке поле на-

зивається двовимірним: 
 

нестаціонарне – t = f3(x, y, τ); 0t
z

∂
∂

= ;                        (1.3) 

 

стаціонарне − t = f3(x, y); 0t
z

∂
∂

= ; 0t∂
∂τ

= .                  (1.4) 

 
У випадку залежності температури тільки від однієї координати визна-

чають одновимірне температурне поле: 
 

                               нестаціонарне −  t = f4(x, τ); 0t t
y z

∂ ∂
∂ ∂

= = ;               (1.5) 

стаціонарне − t = f5(x); 0t
=

∂τ
∂ , 0t t

y z
∂ ∂
∂ ∂

= = .             (1.6) 

 
Під час аналізу процесу поширення теплоти в твердих тілах від рухо-

мих джерел теплоти часто користуються поняттям так званого квазістаці-
онарного температурного поля (ніби стаціонарного), якщо температура в 
системі координат, пов’язаній з рухомим джерелом, з часом не змінюється. 

Двовимірні та одновимірні температурні поля є певною ідеалізацією 
процесу теплопередачі, коли зміною температури в напрямку однієї або 
двох координат можна знехтувати. 
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1.3 Ізотермічні поверхні. Температурний градієнт 
 
В будь-якому тілі, що нагрівається чи охолоджується, завжди є точки, 

які мають однакову температуру. Якщо з’єднати всі точки тіла з однако-
вою температурою, то отримаємо поверхню рівних температур, яка нази-
вається ізотермічною. 

Одна і та ж точка тіла одночасно не може мати різну температуру, а це 
значить, що ізотермічні поверхні не перетинаються між собою і не обри-
ваються всередині тіла (паралельні між собою). Ці поверхні можуть закін-
чуватись на поверхні тіла або замикатись самі на себе всередині самого ті-
ла. Перерізом ізотермічних поверхонь площиною отримаємо сімейство лі-
ній рівних температур − ізотерм (isotherm), які мають такі ж властивості, 
що й ізотермічні поверхні.  

На рисунку 1.1 зображені ізотерми, температури яких відрізняються на 
∆t. Температура в тілі змінюється тільки в напрямках, що перетинають ізо-
термічні поверхні (на рисунку 1.1 − це напрямки вздовж нормалі n і лінії 
Аx). Найбільший перепад температури на одиницю довжини має місце в 
напрямку нормалі n до ізотермічної поверхні.  

Збільшення температури в напрямку но-
рмалі характеризується градієнтом (gradi-
ent) температури – вектором, що направле-
ний в сторону зростання температури 
вздовж нормалі до ізотермічної поверхні: 

 

0
tgradt n
n

∂
∂

→
=  ,                     (1.7) 

де n0 − одиничний вектор, нормальний до 
ізотермічної поверхні і направлений в сто-
рону збільшення температури; t

n
∂
∂

 − час-

тинна похідна температури по нормалі n, яка є додатною в напрямку збі-
льшення температури і від’ємною в напрямку її зменшення. 

Як будь-який вектор градієнт температури може бути спроектований на 
координатні осі: 

 ( ) cos( ),x
t tgradt n x
n x

∧∂ ∂
= =

∂ ∂
;  

                                  ( ) cos( ),y
t tgradt n y
n y

∧∂ ∂
= =

∂ ∂
;                               (1.8) 

 ( ) cos( ),z
t tgradt n z
n z

∧∂ ∂
= =

∂ ∂
,  

Рисунок 1.1 − Ізотерми 
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де ( ),n x
∧

; ( ),n y
∧

; ( ),n z
∧

 − відповідно, кути між нормаллю n і координатними 
осями. 

 
1.4 Основний закон теплопровідності 
 
Для передавання теплоти теплопровідністю має виконуватись умова 

нерівномірного розподілу температури в розглядуваному середовищі або 
іншими словами − температурний градієнт в різних точках тіла не може 
дорівнювати нулю. 

Французький учений Жан Батіст Жозеф Фур’є в 1822 році запропону-
вав гіпотезу, згідно з якою кількість теплоти dQτ, що проходить через еле-
мент ізотермічної поверхні dА за проміжок часу dτ, пропорційна тем-
пературному градієнту /t n∂ ∂ : 

 
tdQ dAd
n

∂λ ττ ∂
= − .                                    (1.9) 

 
У випадку віднесення кількості теплоти dQτ до одиниці ізотермічної 

поверхні і одиниці часу отримаємо величину, яка називається густиною 
(density) теплового потоку (stream): 

 

0

dQ tnq
dFd n

τ λ
τ

→→ ∂
= = −

∂
.                                   (1.10) 

 
Ця величина є вектором, направленим вздовж нормалі до ізотермічної 

поверхні, але в бік зменшення температури, оскільки згідно з другим зако-
ном термодинаміки теплота передається від більш гарячих частин тіла до 
більш холодних. Цим пояснюється знак мінус в правих частинах формул 
(1.9) і (1.10). 

Численні експериментальні дослідження підтвердили гіпотезу Фур’є, 
перетворивши її на основний закон (law) теплопровідності. Залежності 
(1.9) та (1.10) є різними формами математичного запису закону Фур’є. Ко-
ефіцієнт пропорційності λ (феноменологічний коефіцієнт) в формулах за-
кону Фур’є є фізичним параметром речовини. Цей коефіцієнт характеризує 
здатність речовини проводити теплоту і називається коефіцієнтом тепло-
провідності.  

Якщо віднести кількість теплоти, що проходить через ізотермічну по-
верхню А до одиниці часу, то отримаємо величину, яка називається тепло-
вим потоком (теплова потужність): 
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A A

tQ q dA dA
n

∂λ
∂

= ⋅ = −∫ ∫  − інтегральна форма;        (1.11) 

 
tdQ dA
n

∂λ
∂

= −  − диференціальна форма.        (1.12) 

 
Формули (1.11 та 1.12) є іншими формами математичного запису зако-

ну Фур’є. 
За необхідності розрахунку повної кількості теплоти, що пройшла че-

рез ізотермічну поверхню А за час τ, ін-
тегруючи вираз (1.9), отримаємо 

 

0 A

tQ dA d
n

τ
λ ττ

∂
= − ⋅∫ ∫

∂ .     (1.13) 

 
Коефіцієнт теплопровідності в фор-

мулах (1.11) і (1.13) не виноситься за 
знаки інтегралів, оскільки λ для реальних 
речовин не є величиною сталою, а зале-
жить від температури. 

Як вже було відмічено, вектори граді-
єнта температур і теплового потоку ле-
жать на нормалі до ізотермічної поверх-
ні, але взаємно протилежні за напрямом. 
Передавання теплоти від однієї ізотермі-
чної поверхні до іншої умовно можна ха-
рактеризувати лініями теплового пото-
ку, дотичні до яких збігаються з напря-

мом вектора q
→

 (рисунок 1.2). Лінії теплового потоку ортогональні до ізо-

терм. Проектуючи вектор густини теплового потоку q
→

 на координатні осі 
Ox, Oy i Oz згідно з рівняннями (1.8) матимемо: 

 

x
tq
x

λ ∂
= −

∂
; y

tq
y

λ ∂
= −

∂
; z

tq
z

λ ∂
= −

∂
.                         (1.14) 

 
Теплові потоки, виражені рівняннями (1.14), є складовими вектора гус-

тини теплового потоку 

 
Рисунок 1.2 – Лінії теплового 

потоку і ізотерми 
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x y z
q i q j q k q
→ → → →

= + + ,                              (1.15) 

 

де ,i
→

 ,j
→
 k

→
 – одиничні вектори в напрямках координатних осей Ox, Oy, Oz 

(орти).  
Величини, наведені в формулах (1.7)...(1.13), в міжнародній системі 

одиниць мають розмірності: gradt, К/м; Qτ, Дж; А, м2; τ, c; q, Вт/м2; λ, 
Вт/(м⋅К); Q, Вт. 

 
1.5 Коефіцієнти теплопровідності твердих, рідких та газоподібних 

тіл 
 
В загальному випадку коефіцієнт теплопровідності залежить від темпе-

ратури, тиску та роду речовини. Найчастіше цей коефіцієнт визначають 
експериментальним шляхом, вимірюючи густину теплового потоку [1, 2, 3] 
та градієнт температури в досліджуваній речовині. Знаходять коефіцієнт 
теплопровідності за співвідношенням: 

 

q

gradt
λ

→

= , Вт/(м⋅К).                                (1.16) 

 
Під час теплофізичних розрахунків важливо знати залежність коефіціє-

нта теплопровідності від температури. Як правило, всі формули, що вста-
новлюють залежність коефіцієнта теплопровідності від температури, є ап-
роксимаціями результатів експериментів. Досліди показують, що для бага-
тьох матеріалів з достатньою для практики точністю можна застосувати 
лінійну залежність коефіцієнта теплопровідності від температури [1]: 

 
λ = λ0[1+b(t-t0)],                                        (1.17) 

 
де λ0 − значення коефіцієнта теплопровідності за температури t0; b − стала, 
що визначається родом речовини і знаходиться дослідним шляхом. 

Для чистих металів основним передавачем теплоти є вільні електрони, 
які можна уподібнити ідеальному одноатомному газу. Частка передавання 
теплоти під час коливальних рухів вузлів кристалічної ґратки в металах не-
значна порівняно з перенесенням енергії електронами. Вільні електрони в 
об’ємі металу рухаються як з більш нагрітих областей в більш холодні, 
так і в зворотному напрямку. В першому випадку вони віддають енер-



15 
 

)Км/(Вт,г ⋅λ  
)Км/(Вт,ОН2

⋅λ

 

Рисунок 1.3 – Коефіцієнти 
теплопровідності гліцерину (1) і води (2) 

 

гію атомам, а в другому – відбирають її. Оскільки в металах електрони є 
носіями теплоти і струму, то коефіцієнти тепло- і електропровідності про-
порційні один одному. Із підвищенням температури внаслідок теплових 
неоднорідностей кристалічних ґраток збільшується розсіювання електро-
нів, що зменшує коефіцієнти тепло- і електропровідності чистих металів.  

Коефіцієнти теплопровідності сплавів, діелектриків та композиційних 
матеріалів із зростанням температури збільшуються. З графічними залеж-
ностями коефіцієнтів теплопровідності від температури для різних твердих 
речовин можна ознайомитись в роботах [1, 2, 4].  

Матеріали з низьким значенням коефіцієнта теплопровідності (менше 
0,25 Вт/(м⋅К) називають теплоізоляційними. 

Згідно з сучасними уявленнями [1], механізм поширення теплоти теп-
лопровідністю в крапельних рідинах проходить шляхом неструнких пруж-

них коливань. Для більшості рідин 
ця теорія знайшла гарне експериме-
нтальне підтвердження. На підставі 
цієї теорії отримано формулу для ро-
зрахунку коефіцієнта теплопровід-
ності рідини [1]: 

 
λ=Aрcpρ4/3⋅ 1/3mµ

− ,        (1.18) 
 

де Aр − коефіцієнт, пропорційний 
швидкості (speed) поширення пруж-
них хвиль в рідині, який не залежить 
від природи рідини, але є функцією 

температури; ср – теплоємність рідини за постійного тиску, Дж/(кг⋅К); ρ − 
густина рідини. кг/м3; mµ − молекулярна маса рідини, кг/кмоль. Коефіцієнт 
Aр і теплоємність ср залежать від температури таким чином, що Aрср ≅ const. 
Густина рідини з підвищенням температури зменшується, тому для неасо-
ційованих та слабоасоційованих рідин коефіцієнт теплопровідності зі збі-
льшенням температури також зменшується. Для сильноасоційованих рідин 
(вода, гліцерин, спирт та ін.) в формулу (1.18) необхідно ввести коефіцієнт 
асоціації, що враховує зміну молекулярної маси. Цей коефіцієнт також за-
лежить від температури, вплив якої на коефіцієнт теплопровідності визна-
чається величиною температури. Досліди підтверджують, що для більшос-
ті рідин коефіцієнт теплопровідності зі збільшенням температури зменшу-
ється за виключенням води і гліцерину [1] (рис. 1.3). З підвищенням тиску 
коефіцієнти теплопровідності рідин зростають. Для крапельних рідин кое-
фіцієнти теплопровідності наближено знаходяться в межах від 0,07 до 0,7 
Вт/(м⋅К). В газах за нормальних тисків і температур перенесення теплоти 
теплопровідністю визначається передаванням кінетичної енергії молекуля-
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рного руху в результаті хаотичного руху і зіткнення окремих молекул газу. 
Відповідно до цього зауваження коефіцієнт теплопровідності газів можна 
розрахувати за формулою [1]: 

 
                            3w l cvλ ρ= ,                                         (1.19) 

 
де 3 /w R T mµ µ= − середня швидкість руху молекул газу, м/с; l − середня 
довжина вільного пробігу молекул газу між зіткненнями, м; сv  − питома 
теплоємність газу за сталого об’єму, Дж/(кг⋅К); ρ − густина газу, кг/м3; 
Rµ=8314,2 Дж/(кмоль⋅К) – універсальна газова стала; Т − температура газу, 
К; mµ − молекулярна маса газу, кг/кмоль. 

Із підвищенням температури газу зростає його теплоємність, а це спри-
чиняє збільшення теплопровідності газу. Густина газу (за сталого об’єму) 
зі зростанням тиску збільшується, внаслідок чого довжина вільного пробі-
гу молекул газу зменшується, але таким чином, що добуток ,l constρ⋅ =   
тому коефіцієнт теплопровідності газів мало залежить від тиску (виклю-
чення − дуже малі або дуже великі тиски). Серед газів своїм коефіцієнтом 
теплопровідності різко виділяються гелій та водень, які мають коефіцієнт 
теплопровідності в 5…10 разів вищий, ніж в інших газів [1]. Коефіцієнти 
теплопровідності водяної пари та інших реальних газів, які суттєво відріз-
няються від ідеальних, сильно залежать від тиску і їх знаходять дослідним 
шляхом. 

 
1.6 Диференціальне рівняння теплопровідності. Джерела та стоки 

теплоти 
 
Знаходження температурного поля в твердих тілах або в компонентах 

технологічних систем 
пов’язано з розв’язанням від-
повідного диференціального 
(differential) рівняння теплоп-
ровідності. Під час виведення 
цього рівняння приймемо такі 
припущення: 1) тверде тіло 
однорідне і ізотропне; 2) під 
час теплопередачі не відбува-
ються фазові перетворення;  
3) деформація (deformation) 
розглядуваного об’єму, яка 
пов’язана зі зміною темпера-

тури, дуже мала порівняно з розмірами тіла; 4) внутрішні джерела теплоти, 

Рисунок 1.4 – Схема до виведення 
диференціального рівняння 

теплопровідності 
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що можуть діяти в об’ємі тіла, розподілені рівномірно та задані як  
qv = f(x, y, z, τ) (тут qv − інтенсивність (об’ємна густина теплового потоку, 
Вт/м3) джерела). 

Виділимо в тілі, що нагрівається, елементарний об’єм (volume)  
dv dx dy dz= ⋅ ⋅  у формі паралелепіпеда (рисунок 1.4) та розмістимо його в си-
стемі координат (Ох, Оу, Оz) таким чином, щоб грані цього паралелепіпеда 
були паралельні відповідним координатним площинам. Використовуючи 
закон збереження енергії, складемо рівняння теплового балансу 

 
dQ = dQ1+dQ2,                                           (1.20) 

 
де dQ1 – кількість теплоти, введена в елементарний об’єм за час dτ внаслі-
док теплопровідності тіла; dQ2 – кількість теплоти, яка виділилась в тілі за 
рахунок дії внутрішніх джерел теплоти (наприклад, під час хімічних реак-
цій, дії електричного струму тощо); dQ – загальне змінення внутрішньої 
енергії або ентальпії речовини, що міститься в об’ємі dv за час dτ. За час dτ 
в напрямках Ox, Oy, Oz до граней елементарного паралелепіпеда підво-
дяться кількості теплоти dQx, dQy та dQz і за цей самий час через протиле-
жні грані відводяться в тих самих напрямках кількості теплоти dQz +dz, 
dQy+dy та dQx+dx. Розглянемо грань, що зорієнтована в напрямку Ox. Кілько-
сті теплоти, що підводяться до цієї грані та відводяться з протилежної, мо-
жна записати у вигляді:  

 
                                        dQx = qx⋅dy⋅dz⋅dτ;                                             (1.21) 
 
                                   dQx+dx = qx+dx⋅dy⋅dz⋅dτ,                                         (1.22) 
 

де qx, qx+dx − проекції густини теплового потоку на напрямок нормалі до 
вказаних граней. 

Різниця  
               ( )

1x x x dx x x dxdQ dQ dQ q q dydzdτ+ += − = −                 (1.23) 
 

− це кількість теплоти, що введена в елементарний паралелепіпед ззовні за 
рахунок теплопровідності в напрямку осі Ох. 

На інтервалі dx функція qx+d є неперервною і її можна розкласти в ряд 
Тейлора: 

                     
2

2
2 ...
2!

x x
x dx x

q qq q dx dx
x x

∂ ∂
∂ ∂+ = + + +                        (1.24) 

 
Відкидаючи величини вищого порядку малості, починаючи з третього 

члена ряду, отримаємо після урахування (1.24) в рівнянні (1.23): 
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1

.x x
X

q qdQ dxdydzd dvd
x x

∂ ∂τ τ
∂ ∂

= − = −                        (1.25) 

 
Аналогічно dQx1 знаходяться залежності для кількостей теплоти dQy1 та 

dQz1, що надходять в об’єм dv за напрямками Оy і Oz. Підсумовуючи вели-
чини dQx1, dQz1 та dQy1, отримаємо: 

 

          ( )1 1 11 .yx z
x y z

qq qdQ dQ dQ dQ dvd
x y z

∂∂ ∂ τ
∂ ∂ ∂

 
= − + + = − + + 

 
    (1.26) 

 
Кількість теплоти, що виділилась в об’ємі dv за час dτ під час дії внут-

рішніх джерел теплоти знайдемо за залежністю: 
 
                                                   2 .vdQ q dvdτ=                                        (1.27) 
 
Третя складова dQ рівняння теплового балансу визначається характе-

ром термодинамічного (thermodynamic) процесу, що проходить в розгля-
дуваній системі. 

Якщо в системі відбувається ізохорний (isochore) процес (V = const), то 
вся теплота, яка підведена до елементарного об’єму, буде затрачена на змі-
ну внутрішньої енергії речовини, що міститься в об’ємі dv [1]: 

 

                              ,v v
t tdQ dU C d dv c d dv∂ ∂τ ρ τ

∂τ ∂τ
= = =                        (1.28) 

 
де Сv − ізохорна теплоємність одиниці об’єму, Дж/м3К; сv − питома ізохо-
рна теплоємність, Дж/(кг.К); ρ − густина речовини, кг/м3. 

Підставляючи (1.26), (1.27) та (1.28) в формулу (1.20), отримаємо дифе-
ренціальне рівняння енергії для ізохорного процесу перенесення теплоти: 

 

                     ,yx z
v v v v

qq qtc q div q q q q
x y z

∂∂ ∂∂ρ
∂τ ∂ ∂ ∂

→ 
= − + + + = − + = −∇ + 

 
        (1.29) 

 
де div q q

→
= ∇  − дивергенція вектора густини теплового потоку (тут 

... ... ......
x y z

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

∇ = + + − «набла» − оператор диференціювання (оператор Га-

мільтона) [5]). 
Під час ізобарного (isobar) процесу перенесення теплоти (р = const – 

сталий тиск в термодинамічній системі) вся теплота, що підведена до 
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об’єму, йде на зміну ентальпії (enthalpy) Н (тепловміщення) речовини, що 
міститься в об’ємі dv: dQ = dH. Ентальпія − це кількість теплоти, що є в ті-
лі за певної температури. Для твердого тіла Н = с·m·Т (тут с − питома теп-
лоємність речовини твердого тіла; m – маса тіла; Т − температура тіла). 
Прийнято [1, 6, 7] вважати, що для: t = 0 oC, Н = 0; t > 0 oC − ентальпія до-
датна величина; t < 0 oC − ентальпія від’ємна. 

Для одиниці об’єму ентальпію можна знайти за залежністю: 
 

p p
t t hdH C d dv с ρ d dv ρ d dv
τ τ τ

τ τ τ∂ ∂ ∂
= = =

∂ ∂ ∂
,               (1.30) 

 
де Ср − ізобарна теплоємність одиниці об’єму, Дж/(м3К); ср – питома ізо-
барна теплоємність, Дж/(кгК); ph c t∂ = ∂  − частинний диференціал питомої 
ентальпії h = f(t, p). 

Підставляючи (1.30), (1.26) та (1.27) в вираз (1.20), отримаємо рівняння 
енергії для ізобарного процесу перенесення теплоти: 

 

                                     v v
h div q q q qρ
τ

→∂
= − + = −∇ +

∂
.                          (1.31) 

 
Отримане рівняння буде використано під час розгляду конвективного 

процесу перенесення теплоти. 
Для твердих тіл cv ≈ cp = c і за законом Фур’є (див. (1.14):  
 

                                   x
tq
x

∂λ
∂

= − ; y
tq
y

∂λ
∂

= − ; z
tq
z

∂λ
∂

= − . 

 
Враховуючи значення проекції вектора густини теплового потоку у ви-

разі (1.29), знайдемо в загальному вигляді диференціальне рівняння тепло-
провідності для твердого тіла: 

 

                    

( ) ( )

1

1 1 ,

v

v v

t t t t q
c x x y y z z c

q qdiv gradt gradt
c c c c

λ λ λ
τ ρ ρ

λ λ
ρ ρ ρ ρ

  ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + + + =     ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂     

= + = ∇ +

        (1.32) 

 
де с = с(x, y, z, t), ρ = ρ(x, y, z, t), λ = λ(x, y, z, t) – змінні величини. Якщо 
прийняти теплофізичні параметри речовини сталими (c = const, ρ = const,  
λ = const), то рівняння (1.32) набуде вигляду: 
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2 2 2

2
2 2 2

1 ,v vt t t t q qa t
c x y z c cτ ρ ρ ρ

 ∂ ∂ ∂ ∂
= + + + = ∇ + ∂ ∂ ∂ ∂ 

          (1.33) 

 
де а = λ/(сρ) – коефіцієнт температуропровідності (temperature conduct-

ing) речовини, м2/с; 
2 2 2

2
2 2 2
t t tt

x y z
∂ ∂ ∂

∇ = + +
∂ ∂ ∂

 – оператор Лапласа в декартовій 

системі координат [5]. 
Іноді зручно розв’язувати теплофізичні задачі в циліндричній або сфе-

ричній системах координат, для яких [1]: 
 

                             
2 2 2

2
2 2 2 2

1 1t t t tt
r r r r zφ

∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + ⋅ + ⋅ +

∂ ∂ ∂ ∂
;                            (1.34) 

 

    
( ) ( )

2 2
2 2

2 22 2

2 1 11
1

t t t tt
r r r r r

µ
µ µ ψµ

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
∇ = + ⋅ + ⋅ − ⋅ + ⋅ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− 

,            (1.35) 

 
де r – радіус-вектор; ϕ − полярний кут; z – апліката; µ = cosθ; θ та ψ − від-
повідно полярна широта та довгота. 

Коефіцієнт температуропровідності а є фізичним параметром речо-
вини, який характеризує її теплоінерційні властивості, тобто швидкість 
зміни температури. Цей коефіцієнт має суттєве значення лише для неста-

ціонарних теплових процесів. Локальна швидкість t
τ

∂
∂

 зміни температури 

в часі (див. рівняння (1.33) для будь-якої точки тіла буде тим більшою, чим 
більший коефіцієнт температуропровідності. 

Коефіцієнт температуропровідності залежить від природи речовини, 
наприклад, рідини та гази мають малий коефіцієнт температуропровідності 
і велику теплоінерційність, а метали – малу теплоінерційність і великий 
коефіцієнт температуропровідності [1, 2]. 

 
1.6.1 Диференціальні рівняння теплопровідності для окремих видів 

температурних полів 
 
Рівняння у вигляді (1.33) отримано для тривимірного нестаціонарного 

температурного поля за наявності внутрішніх джерел теплоти. Інколи за 
певних припущень це рівняння можна спростити. Розглянемо такі випад-
ки [1, 2]. 

1. В системі тіл відсутні внутрішні джерела теплоти (qv = 0), тоді рів-
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няння (1.33) набуває форму рівняння Фур’є 
 

                                                     2t a t
τ

∂
= ∇

∂
.                                          (1.36) 

 
2. Температурне поле стаціонарне, тобто t = f(x, y, z), aле qv ≠ 0. В цьо-

му випадку рівняння (1.33) перетворюється в рівняння Пуассона 
 

                                                 2 0vqt
λ

∇ + = .                                           (1.37) 

 
3. Тепловий процес стаціонарний і внутрішні джерела відсутні – рів-

няння Лапласа 
 

                                                      2 0t∇ = .                                              (1.38) 
 
4. Температурне поле дво- або одновимірне (qv = 0): 

 

нестаціонарне двовимірне - 
2 2

2 2
t t ta

x yτ
 ∂ ∂ ∂

= + ∂ ∂ ∂ 
;                             (1.39) 

стаціонарне двовимірне −  
2 2

2 2 0t t
x y

∂ ∂
+ =

∂ ∂
;                                           (1.40) 

нестаціонарне одновимірне − 
2

2
t ta

xτ
∂ ∂

=
∂ ∂

;                                          (1.41) 

стаціонарне одновимірне − 
2 2

2 2 0t d t
x dx

∂
= =

∂
.                                          (1.42) 

 
5. Одновимірне стаціонарне температурне поле за qv = 0 та λ = λ(t): 
 

                                                       0.t
t x

λ∂ ∂  = ∂ ∂ 
                                   (1.43) 

 
У випадку наявності в тілі рухомих зовнішніх джерел теплоти (qv = 0) 

права частина рівняння (1.33) доповнюється додатковими членами: 
 

                                        2
x y z

t t t ta t w w w
x y zτ

∂ ∂ ∂ ∂
= ∇ + + +

∂ ∂ ∂ ∂
,                 (1.44) 

 
де wx, wy, wz − проекції швидкості джерела теплоти на координатні осі. Та-
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ке рівняння значно складніше за (1.33) і на практиці розв’язується шляхом 
числового інтегрування або моделювання [2]. 

 
1.6.2 Умови однозначності для процесів теплопровідності 
 
Під час виведення рівняння теплопровідності (1.33) не брались до ува-

ги обмеження на форму тіла та умови взаємодії поверхні цього тіла з на-
вколишнім середовищем. Рівняння (1.33), (1.36) … (1.44) описують цілий 
клас явищ теплопровідності і справедливі для будь-якої форми тіл (верс-
тат, інструмент, деталь тощо) під час нагрівання чи охолодження в будь-
яких умовах та середовищах. Ці рівняння в загальному випадку мають без-
ліч розв’язків. 

Для конкретизації розв’язку разом з рівнянням теплопровідності необ-
хідно обумовити та математично описати особливості певного процесу те-
плопровідності. Ці конкретні особливості процесу називають умовами од-
нозначності або крайовими (marginal) умовами.  

Умови однозначності складаються з: 
а) геометричних умов, які задають форму та лінійні розміри тіла і дже-

рел (стоків) теплоти, що беруть участь в процесі теплопровідності; 
б) фізичних умов, якими визначаються характеристики речовини тіла 

(λ, с, ρ та ін.), а також може задаватись закон розподілу внутрішніх джерел 
теплоти; 

в) початкових (часових) умов, що визначають закон розподілу темпера-
тури всередині тіла в початковий момент часу (τ=0), наприклад,  
t = f(x, y, z) або t = t0 = const – рівномірний розподіл температури; 

г) межових умов, які задають закон теплообміну на поверхні тіла, що 
взаємодіє з навколишнім середовищем чи іншими тілами, які входять в си-
стему, в якій відбувається процес теплопровідності. 

Межові умови поділяються на три роди: 
а) першого роду – визначають закон розподілу температури на поверх-

ні тіла для кожного моменту часу: 
 
                                           tc = f(xc,yc,zc),                                                (1.45) 
 

де tc − температура поверхні тіла; xc, yc, zc – координати поверхні тіла. Для 
tc = const рівняння (1.45) спрощується; 

б) другого роду – задається густина теплового потоку для кожної точки 
поверхні тіла та будь-якого моменту часу (наприклад, нагрівання метале-
вих виробів у високотемпературних печах [1]): 

 
                                          qc = f(xc,yc,zc,τ)                                               (1.46) 

або 
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                                             qc = q0 = const;                                            (1.47) 
 
в) третього роду – визначають температуру навколишнього середовища 

tр та закон теплообміну між поверхнею тіла і навколишнім середовищем. 
Процес теплообміну між тілом і середовищем характеризується зако-

ном Ньютона − Ріхмана [1]: 
 
                                                ( ),c c pq t tα= −                                             (1.48) 
 

де tc > tp; α – коефіцієнт тепловіддачі, Вm/(м2К), який характеризує інтен-
сивність теплообміну між поверхнею тіла та навколишнім середовищем. 
Цей закон визначає конвективний теплообмін, який більш детально буде 
розглянуто в другому розділі посібника. 

Згідно з законом збереження енергії кількість теплоти, що підводиться 
до поверхні тіла за рахунок теплопровідності із внутрішнього об’єму тіла 
за одиницю часу, має дорівнювати кількості теплоти, яка відводиться з по-
верхні тіла під час тепловіддачі, тобто 

 

                                         ( ) ,c p
c

tt t
n

α λ ∂ − = −  ∂ 
                                    (1.49) 

 
де n – нормаль до поверхні тіла; λ – коефіцієнт теплопровідності тіла; 

c

t
n

∂ 
 ∂ 

 – градієнт температури на поверхні тіла. Цю межову умову третього 

роду можна записати у вигляді 
 

                                           ( ) ,c p c
c

t t t t
n

α α
λ λ

∂  = − ⋅ − = − ∆ ∂ 
                   (1.50) 

 
де c c pt t t∆ = −  – температурний напір (head) на поверхні тіла. Рівняння 
(1.50) є вираженням закону збереження енергії для поверхні тіла. 

В теплофізиці зустрічаються задачі, коли ні одну з межових умов не-
можливо задати, наприклад, теплообмін у багатофазних середовищах. В 
цьому випадку розв’язують спряжену задачу, в якій ставиться вимога рів-
ності температур та теплових потоків по обидва боки від межі поділу сере-
довищ: 
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 ∂ ∂   − = − +    ∂ ∂   
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                  (1.51) 

 
де λ1, λ2, t1, t2 – відповідно, коефіцієнти теплопровідності та температури 
стикових середовищ; qv (xм, yм, zм, τ) – джерела теплоти, що діють на пове-
рхні межі між середовищами; xм, yм, zм – координати поверхні межі поділу 
середовищ. 

 
1.6.3 Джерела та стоки теплоти 
 
Джерела теплоти постачають тілу теплоту, а стоки її відводять. Стоки 

за суттю − це джерела теплоти з від’ємною інтенсивністю (об’ємною, 
Вт/м3, поверхневою, Вт/м2, або лінійною, Вт/м, густиною теплового по-
току). 

Джерела та стоки теплоти класифікуються за такими основними озна-
ками [ ]2 : 

а) розташуванням і формою джерел і стоків відносно тіл, що беруть 
участь в процесі теплопередачі; 

б) законом розподілу інтенсивності; 
в) швидкістю руху джерела (стоку) теплоти; 
г) часом функціонування (дії); 
д) стабільністю основних характеристик джерела (стоку) теплоти в ча-

сі. 
За ознакою а) джерела теплоти поділяють на внутрішні та зовнішні. 

Внутрішні джерела (стоки) теплоти діють в об’ємі тіла, а зовнішні − на йо-
го поверхні. 

В дійсності всі джерела теплоти є внутрішніми, але деякі з них розта-
шовані так близько до поверхні тіла, що їх можна вважати такими, що ді-
ють на поверхні тіла. 

Реальні джерела (стоки) теплоти мають дуже складну форму. З метою 
спрощення розрахунків джерела (стоки) теплоти схематизують, замінюючи 
реальні джерела ідеалізованими, з формою, наближеною до фактичної. 
Ступінь наближеності форми визначається потрібною точністю розрахун-
ків. Ідеалізовані джерела можуть бути тривимірними (об’ємними), двови-
мірними, одновимірними та точковими. Взагалі-то, всі джерела (стоки) те-
плоти тривимірні, оскільки енергія (під час тертя, деформування тощо) ви-
діляється в деякому об'ємі. 

Якщо розміром джерела в напрямку однієї з осей координат можна 
знехтувати, то таке джерело можна вважати двовимірним (плоским), а ко-
ли два розміри тіла набагато менші за третій, то джерело називається од-
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новимірним або лінійним. Тоді, коли всі розміри джерела достатньо малі 
порівняно з розмірами тіла, де воно діє, то джерело теплоти вважають точ-
ковим, що є певною математичною абстракцією, зручною для конструю-
вання формул, що описують процес поширення теплоти від джерел іншої 
форми. 

За формою об’ємні джерела (стоки) теплоти можуть бути паралелепі-
педом, циліндром, кулею або будь-якою іншою об’ємною геометричною 
фігурою. Плоскі джерела (стоки) теплоти, обмежені в двох напрямках, мо-
жуть мати форму прямокутника, трикутника, круга або іншої плоскої фігу-
ри. Якщо двовимірне джерело теплоти обмежено тільки в одному напрям-
ку, то воно має форму нескінченної стрічки. Потрібно пам’ятати, що об-
меженість джерела не може перевищувати його вимірність, тому, напри-
клад, одновимірне джерело може бути обмеженим тільки в одному напря-
мку і мати форму відрізка прямої, дуги кола або ділянки якої-небудь іншої 
лінії. 

Закони розподілу інтенсивності джерел (стоків) теплоти, що діють в 
реальних технічних та технологічних системах складні і, зазвичай, попере-
дньо невідомі. Уявлення про ці закони складають під час схематизації теп-
лообміну на основі аналізу фізичних явищ і величин, що визначають теп-
ловиділення (сили, коефіцієнти тертя, швидкості та т. п.), або за допомо-

гою експериментальних досліджень знахо-
дять вид ідеалізованої функції розподілу 
інтенсивності джерел (стоків) теплоти [2]. 

Об’ємна густина теплового потоку (ін-
тенсивність) тривимірного джерела (стоку) 
теплоти за означенням знаходиться із спів-
відношення [2]: 

 
      q(xg,yg,zg,τ) = dQτ/(dτdv) = 

                  = q0f(xg,yg,zg, τ),                     (1.52) 
 

де dQτ  − елементарна кількість теплоти, що 
виділилась за час dτ  в об’ємі dv; q0 − мак-
симальна густина теплового потоку, Вт/м3; 
f(xg,y,zg, τ ) − безрозмірна функція, що опи-
сує закон розподілу інтенсивності в часі і 
розглядуваному об’ємі тіла; xg, yg, zg − ко-
ординати вузлової точки об’єму dv.  

На рисунку 1.5 зображені графіки зако-
нів розподілу інтенсивності для одновимі-
рних джерел (стоків) теплоти, що часто ви-
користовуються під час теплофізичних ро-
зрахунків технологічних систем [2]. 

Рисунок 1.5 – Типові закони 
розподілу інтенсивності для 

одновимірних джерел (стоків) 
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З цих одновимірних законів завжди можна за необхідності сконструю-
вати закони розподілу інтенсивності для дво- і тривимірних джерел. Мате-
матичний опис законів розподілу інтенсивності, що подано на рисунку 1.5, 
наведено в таблиці 1.1 [2]. 

 
Таблиця 1.1 – Математичний опис законів розподілу інтенсивності 

одновимірних джерел (стоків) теплоти 
Порядковий номер 
(див. рисунок 1.5) Закон Функція 

1 Рівномірно розподілений f(xg) = 1 
2 Лінійний f(xg) = 1 - ψg 
3  f(xg) = ψg 
4 Експоненціальний f(xg) = exp[-kxg] 

5 Нормально розподілений 
несиметричний 

f(xg) = exp[-k0
2
gx ] 

xg ≥ 0 

6  f(xg) = exp[-k0(1-xg)2] 
xg ≤ l 

7 Нормально розподілений 
симетричний f(xg) = exp[-k0

2
gx ] 

8 Комбінований 

f(xg) = 1 для 
0 ≤ ψg ≤ 0,5; 

f(xg)=exp[-k(ψg- 0,5)] 
для 0,5 ≤ ψg ≤ 1 

 
У формулах, наведених в стовпці 3 таблиці 1.1, величина ψg = xg / l є ві-

дносною координатою вузлової точки джерела теплоти. 
Прийнявши відповідний закон розподілу інтенсивності джерела (стоку) 

теплоти та знаючи q0, можна розрахувати кількість теплоти Qτ  (Дж), що 
виділяє джерело впродовж часу τ, за формулою [2] 

 

( )0 ,
0

f , ,τg g g
v

Q d q x y z
τ

τ τ= ⋅∫ ∫ .                            (1.53) 

 
Під час практичних теплофізичних розрахунків технічних та технологі-

чних систем частіше розв’язується обернена задача. Як правило, кількість 
теплоти Qτ або тепловий потік Q, що їх виділяє джерело за час τ, відомі і за 
заданого закону розподілу інтенсивності знаходять максимальну інтенсив-
ність джерела q0. Більш детально з розрахунками інтенсивності джерел 
(стоків) теплоти з різними законами її розподілу можна ознайомитись в 
роботі [2]. 
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Швидкість руху джерел теплоти, які переносять теплоту теплопровід-
ністю, прийнято характеризувати безрозмірним критерієм (criterion) Пекле 
[1, 2] 

 
l aPe w= ,                                                  (1.54)  

 
де w − швидкість джерела теплоти, м/с; l – характерний розмір джерела 
(наприклад, довжина) в напрямку переміщення, м; а – коефіцієнт темпера-
туропровідності матеріалу тіла, в якому (або по якому) рухається джере- 
ло, м2/с. Критерій Пекле є одним з інваріантів подібності (similarity), що 
широко застосовуються в теплотехнічних, гідравлічних, аеродинамічних та 
інших розрахунках (див. розділ 2, елементи теорії подібності). Критерії по-
дібності – безрозмірні комплекси, дозволяють під час теплофізичних роз-
рахунків скорочувати число змінних величини та узагальнювати результа-
ти аналізу теплових процесів на цілий клас подібних явищ. 

Залежно від значення критерію Пекле джерела теплоти поділяються на 
нерухомі (Ре = 0), середньошвидкісні (Ре < 10) та швидкісні ( 10,Pe ≥ ), 
швидкість руху яких перевищує швидкість поширення теплоти в тілі. В 
напрямку руху швидкісного джерела теплоти теплота поширюється позаду 
або під джерелом. 

Час τ функціонування джерела оцінюють безрозмірним критерієм 
Фур’є [1, 2] 

 
F0 = aτ/l2.                                            (1.55) 

 
Критерій Фур’є ще називають безрозмірним часом. 

За критерієм Фур’є джерела теплоти поділяють на миттєві (F0 → 0), 
діючі впродовж скінченного проміжку часу (F0 > 0), періодичні  
F0 = F0max·sin(ωτ) (тут ω  − кругова частота періодичного процесу, с-1) та 
діючі так довго, що їх можна вважати постійними (F0 → ∞ ). Миттєвих 
джерел теплоти в реальності не існує, але в деяких процесах теплота виді-
ляється за такий короткий час (наприклад, теплова дія імпульсного лазера), 
що тривалістю цього теплового імпульсу можна знехтувати. Миттєві дже-
рела також зручно використовувати як математичну абстракцію під час ро-
зрахунків складних випадків процесів теплообміну. 

Характеристики джерел (стоків) теплоти можуть бути сталими в часі 
або змінюватись. Якщо параметри джерела з часом не змінюються, то такі 
джерела відносять до стабільних, а при зміні – до нестабільних. В нестабі-
льних джерелах можуть змінюватись форма, розміри, швидкість, інтенсив-
ність як за окремими параметрами, так і комплексно. 

 
 



28 
 

1.7 Методи розв’язування диференціального рівняння теплопровідності 
 
Методи інтегрування диференціального рівняння теплопровідності із 

заданими умовами однозначності поділяють-
ся на аналітичні, чисельні та методи матема-
тичного моделювання [1, 2]. 

До аналітичних методів відносять класи-
чний метод безпосереднього інтегрування, 
інтегральних перетворень (операційні) та ме-
тод джерел (стоків) теплоти. Класичний ме-
тод розв’язування рівняння теплопровідності 
полягає в знаходженні сукупності частинних 
розв’язків, що задовольняють задані умови 
однозначності. Зазвичай, кожний частинний 
розв’язок відшуковується у вигляді добутку 
двох функцій, одна з яких залежить від часу, 
а друга − від координат. 

Загальний розв’язок знаходиться спосо-
бом суперпозиції (накладання) частинних 
розв’язків. Для ілюстрації використання цьо-

го методу розглянемо передавання теплоти через: 
а) плоску однорідну необмежену стінку; 
б) циліндричну стінку (трубу обмеженої довжини l); 
в) стінку сфери; 
г) необмежений стержень і стержень обмеженої довжини l; 
д) ребристу стінку. 
Такого типу задачі часто зустрічаються на практиці, наприклад, під час 

теплового розрахунку черв’ячних передач та підшипників ковзання. 
Для простоти розв’язання вважатимемо, що процес теплопередачі ста-

ціонарний, температура змінюється тільки в напрямку, перпендикулярно-
му до стінки і внутрішні джерела теплоти в стінці відсутні (qv = 0), а межо-
ві умови − першого роду (рисунок 1.6): tC1 = const для x = 0; tC2 = const для 
x = δ (тут tC1 > tC2 − відповідно температури однієї та іншої поверхонь сті-
нки; δ − товщина стінки). 

За таких умов ( 0;t∂
∂τ

=  0t t
y z

∂ ∂
∂ ∂

= = ) рівняння теплопровідності набуде 

вигляду  
2

2 0d t
dx

= .                                              (1.56) 

 
Для знаходження закону розподілу температур по товщині стінки два 

рази інтегруємо рівняння (1.56). Після першого інтегрування матимемо 

q 

tc1 

0 

tc2 

x 
δ 

Рисунок 1.6 – Однорідна 
плоска необмежена стінка 
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                                                     1
dt C
dx

= ,                                              (1.57) 

 
де С1 – стала інтегрування, що є градієнтом температури. 

Розділяємо змінні і, виконуючи друге інтегрування рівняння (1.57), 
отримаємо  

 
                                                   1 2 ,t C x C= +                                           (1.58) 

де С2 – стала другого інтегрування. 
Сталі інтегрування знайдемо за умовами однозначності для: 
  

              х = 0, t = tС1, та С2 = tC2;                            (1.59) 
 

х = δ, t = tC2 і 1 2
1

C Ct tC
δ
−

= − .          (1.59, а) 

 
Підставляючи (1.59) та (1.59, а) в 

рівняння (1.58), отримаємо закон роз-
поділу температур в стінці: 

 
   

1 2

1 1

0C C
C C

t t tt t x t x
δ δ
− ∆

= − ⋅ = − ⋅ ,      (1.60) 

 
де 0 1 2C Ct t t∆ = −  − повний температур-
ний напір або найбільша надлишкова 
температура. Величина 0 2Ct t t∆ = −  на-
зивається поточним температурним 
напором або надлишковою температу-
рою [1]. 

Рівняння (1.60) можна подати і в 
такому вигляді: 

 
0 1 1t t x Xθ δ∆ ∆ = = − = − ,         (1.61) 

 
де 0t tθ = ∆ ∆  − безрозмірний напір або 
безрозмірна надлишкова температура; 
X x δ=  − безрозмірна координата. Рі-
вняння в формі (1.61) є універсальним, 
оскільки розподіл температур в стінці 

X 

1 

1 

Θ 

Рисунок 1.7 – Безрозмірне поле 
температур в плоскій стінці 

tc1 

0 

tc2 

x 
δ 

tp2,α2 tp1,α1 

Рисунок 1.8 – Теплопередача через 
плоску стінку за межових умов 

третього роду 
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можна зобразити єдиною прямою у відрізках на осях для будь-якого зада-
ного значення tC1, tC2 та δ (рисунок 1.7). 

Для знаходження густини теплового потоку, що проходить через стін-
ку, скористаємось законом Фур’є: 

 

                             0dt tq
dx

λ λ
δ

∆
= − = ,                                        (1.62) 

 
де λ − коефіцієнт теплопровідності матеріалу стінки. Відношення  jтс = λ/δ, 
Вт/(м 2 К), називається тепловою провідністю стінки, а обернена величина 
− Rт = δ/λ, (м2 К)/Вт − тепловим або термічним опором (resistance) стінки. 
Рівняння (1.62) у формі q = ∆t0/Rt можна назвати законом Ома для тепло-
передачі теплопровідністю через плоску стінку. Знаючи площу поверхні 
стінки A можна легко розрахувати тепловий потік або кількість теплоти, 
що проходить через стінку за час τ: 

 
0 / ;TQ q A t A R= ⋅ = ∆ ⋅                                  (1.63) 

 

0 / .TQ q A t A Rτ τ τ= ⋅ = ∆                                   (1.64) 
 
Врахувавши у формулі (1.60), що ∆t0/δ = q/λ, можна подати рівняння 

температурного поля так:  

t = tC1−
q x
λ

⋅ .                                        (1.65) 

 
З рівняння (1.65) випливає, що за інших однакових умов температура в 

стінці зменшується тим швидше, чим більша густина теплового потоку. 
Під час інженерних розрахунків теплопередачі через плоску стінку час-

то зустрічаються межові умови третього роду, коли теплопередача йде з 
одного середовища через стінку (чи багатошарову стінку) в друге, напри-
клад, теплота, що виділяється в коробці швидкостей, нагріває мастило, яке 
передає її корпусу коробки, зовнішня поверхня якого контактує із навко-
лишнім середовищем.  

На рисунку 1.8 зображено фрагмент стінки коробки швидкостей з ме-
жовими умовами третього роду ( тут нанесено величини tP1, tP2 − відповідно 
температури середовищ з одного та іншого боку стінки; α1, α2 − відповідно 
коефіцієнти тепловіддачі боків стінки). 

Вважаємо, що величини tP1, tP2, α1, α2 сталі і не змінюються вздовж по-
верхні. Коефіцієнт теплопровідності матеріалу стінки від температури не 
залежить. 
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Згідно із законами Ньютона − Ріхмана та збереження енергії 
 

q = α1(tP1 - tC1) = 
1 2 2 22( ) ( )C C C pt t t tλ α

δ
− = − .             (1.66) 

 
Рівняння (1.66) можна також записати у вигляді системи рівнянь: 
 

                                 

1 1

1 2

2 2

1

2

1 ;

;

1 .

p c

c c

c p

q t t

q t t

q t t

α
δ
λ

α

 = −

 = −

 = −


                                                  (1.67) 

 
Додаючи праву та ліву частини рівнянь системи (1.67), отримаємо: 
 

                         
1 2

1 2

1 1
p pq t tδ

α λ α
 

+ + = − 
 

                              (1.68) 

або 
                         

1 2
/ p pq k t t= − ,                                         (1.69) 

 

де 
1

1 2

1 1k δ
α λ α

−
 

= + + 
 

 − коефіцієнт теплопередачі, Вт/(м2К). 

Величина, обернена коефіцієнту теплопередачі, називається повним те-
рмічним опором теплопередачі: 

 

1 2
1 2

1 1 1
CR R R R

k
δ

α λ α
= = + + = + + ,                        (1.70) 

 
де 1 11 /R α=  − термічний опір тепловіддачі від гарячого середовища (на-
приклад, мастила) до поверхні стінки; RC − термічний опір стінки; 

2 21 /R α=  − термічний опір тепловіддачі від поверхні стінки до холодного 
середовища (повітря). Для багатошарової стінки термічний опір визнача-
ють за залежністю: 

 

                                               
1

i n
i

C
i i

R δ
λ

=

=

= ∑ ,                                                (1.71) 
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де ,i iδ λ  – відповідно товщина та коефіцієнт теплопровідності окремого 
шару (layer). Іноді під час теплофізичних розрахунків оперують еквівален-
тним коефіцієнтом теплопровідності багатошарової стінки [ ]1 : 

 

( )
1 1

/ /
i n i n

екв i i i
i i

λ δ δ λ
= =

= =

 
=   

∑ ∑ .                                      (1.72) 

 
Розглянемо стаціонарний процес теплопровідності в циліндричній сті-

нці (трубі), що має внутрішній 
діаметр d1 = 2r1, зовнішній 
d2 = 2r2 та довжину l (рису-
нок 1.9). 

В першому варіанті 
розв’язку задачі візьмемо ме-
жові умови першого роду, коли 
задані температури зовнішньої 

2ct const=  та внутрішньої 

1c
t const=  поверхонь труби  
(

1 2c ct t> ). 
За цих умов ізотермічні по-

верхні є концентричними цилі-
ндричними, що мають спільну 
геометричну вісь з трубою. Цю 
задачу зручно розв’язувати в 

циліндричних координатах. Рівняння теплопровідності за заданих умов є 
рівнянням Лапласа 

 
2 2 2

2
2 2 2 2

1 1 0t t t tt
r r r r z

∂ ∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂φ ∂

∇ = + + + = .                      (1.73) 

 
Оскільки температура циліндричної стінки змінюється тільки в радіа-

льному напрямку, то 0t∂
∂φ

=  , 0t
z

∂
∂

=  , 
2

2 0t∂
∂φ

=  та 
2

2
t 0

z
∂
∂

=  і рівняння 

(1.73) набуває вигляду 

                                              
2

2
1 0d t dt

dr r dr
+ ⋅ =                                      (1.74) 

 
з межовими умовами: 

 

Рисунок 1.9 – Теплопередача через 
циліндричну стінку 

d    1    =    2    r    1    

d    2    =    2    r    2    

l    r    

t    

t    c    2    

t    c    1    
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для                                                       1

2

1

2

;

.
C

C

r r t t

r r t t

= =
 = =

                                 (1.75) 

 

Для отримання розв’язку рівняння (1.74) введемо нову змінну dtu
dr

= , 

2

2
d t du
dr dr

=  і 
1 dt u
r dr r

⋅ = . З врахуванням цих перетворень рівняння (1.74) на-

буде вигляду: 

                                                   1 0du u
dr r

+ = .                                    (1.76) 

 
Розділюємо змінні і інтегруємо (1.76):  
 

                                                 1ln ln lnu r C+ = .                               (1.77) 
 
Потенціюємо (1.77) та повертаємось до попередніх змінних:  
 

                                                1 / .dt C dr r=                                        (1.78) 
 
Інтегруючи рівняння (1.78), отримуємо: 
 
                                                    1 2lnt C r C= + .                                     (1.79) 
 
Підставляючи в рівняння (1.79) межові умови, знаходимо сталі інтегру-

вання: 
 

                             
1

1 1
1 0 2 0 1

2 2

ln ; ln ln ,C
r rC t C t t r
r r

= ∆ = − ∆ ⋅                  (1.80) 

 
де 

1 20 .C Ct t t∆ = −  
Враховуючи значення сталих інтегрування в (1.79), знайдемо закон 

зміни температури в циліндричній стінці: 
 

                        
1 10 0

1 2 1 2

ln ln ln ln .C C
r r d dt t t t t
r r d d

= − ∆ = − ∆              (1.81) 

 
Визначимо тепловий потік через стінку труби (див. рисунок 1.9), ско-

риставшись законом Фур’є 
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0 0 0

1 2 2

2 1 1

2 l 2 l 2 l ,
ln ln ln

dt t t tQ A r r ddr
r r d

πλ πλ πλλ ∆ ∆ ∆
= − = − = =               (1.82) 

 

де ( ) ( ) ( )1 0 1 2 0 2 1 0 2 1ln ln lndt C r t r r r t r r r t r d d
dr

= = ∆ = −∆ = −∆  − гра-

дієнт температури; 2 lA rπ=  − поточна площа ізотермічної поверхні труби. 
Віднісши тепловий потік до площі ізотермічної поверхні, знайдемо густи-
ни теплового потоку на внутрішній та зовнішній поверхнях труби: 

 

                                       0
1

1 1 2 1

2 ;
l ln

Q tq
d d d d

λ
π

∆
= =                                     (1.83) 

 

                                       0
2

2 2 2 1

2 .
l ln

Q tq
d d d d

λ
π

∆
= =                                    (1.84) 

 
З формул (1.83) і (1.84) видно, що густини теплового потоку на поверх-

нях труби неоднакові, причому завжди q1 > q2. Відносячи тепловий потік 
до довжини труби, отримаємо лінійну густину теплового потоку  

lq , (Вт/м): 

                                    0
l

2 1

2 .
l ln
Q tq

d d
πλ∆

= =                                              (1.85) 

 
Аналізуючи рівняння (1.83)...(1.85), визначимо зв’язок між величинами 

q1, q2 та ql: 
 
                                      l 1 1 2 2.q d q d qπ π= =                                          (1.86) 
 
Якщо в розглянутому стаціонарному процесі теплопровідності через 

циліндричну стінку мають місце межові умови третього роду, то для ліній-
ної густини теплового потоку (за аналогією з плоскою стінкою) можна ви-
вести залежність [1]: 

 
                                     ( )1 2l l ,p pq k t tπ= ⋅ −                                        (1.87) 

 

де 
1

2
l

1 1 1 2 2

1 1 1ln
2

dk
d d dα λ α

−
 

= + ⋅ + 
 

 − лінійний коефіцієнт теплопередачі че-
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рез циліндричну стінку, Вт/(м.К). Величина, обернена лінійному коефіціє-
нту теплопередачі, називається лінійним термічним опором теплопере-
дачі через циліндричну стінку: 

 

                                 2
l

l 1 1 1 2 2

1 1 1 1ln
2

dR
k d d dα λ α

= = + + .                           (1.88) 

 
За постійних значень α1, d1, λ і α2 повний термічний опір труби буде за-

лежати від зовнішнього діаметра. Такого типу задачі часто зустрічаються в 
інженерній практиці, наприклад, під час розрахунку теплообмінних апара-
тів [1]. Якщо вважати, що Rl = f(d2), то взявши похідну d(Rl) / d(d2) та при-
рівнявши її до нуля, знайдемо критичний діаметр труби dкр2 за якого термі-
чний опір теплопередачі буде мінімальним: 

 
                                           

2 22 /крd λ α= .                                          (1.89) 
 
Процес стаціонарного передавання теплоти через стінку порожнистої 

сфери з радіусами внутрішнім 1r  та зовнішнім 2r  розглянемо для двох ви-
падків межових умов: першого роду – за яких для: 1r r=  1Ct t= ; 2r r=  2Ct t=  
(тут, відповідно, 1Ct  і 2Ct  − температури внутрішньої та зовнішньої повер-
хонь сфери, причому 1Ct  > 2Ct ); третього роду − за яких, крім температур 

1Ct  і 2Ct , ще відомі температури середовищ всередині сфери 1pt  та зовні 

2pt ( 2pt < 2Ct ), а також задані коефіцієнти тепловіддачі внутрішньої 1α  і зов-
нішньої 2α  поверхонь сфери. Для спрощення викладок припустимо, що 
температура змінюється тільки в напрямку радіуса сфери. За таких припу-
щень рівняння теплопровідності в сферичних координатах набуде вигляду 
[1, 2] 

 
2

2
2

2 0d t dtt
dr r dr

∇ = + = .                                      (1.90) 

 
За аналогією з (1.76) вводимо нову змінну /dt dr u=  і знижуємо поря-

док диференціального рівняння (1.90): 
 

2 0du u
dr r

+ = ;                                         (1.91) 

 
Розділяємо змінні та інтегруємо (1.91): 
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1ln 2ln lnu r C+ = .                                      (1.92) 
Потенціюючи (1.92) та повертаючись до попередньої змінної і розділя-

ючи змінні, отримаємо: 

1 2
drdt C
r

= .                                            (1.93) 

 
Після інтегрування (1.93), матимемо: 
 

1
2

Ct C
r

= − .                                            (1.94) 

Підставляючи в (1.94) межові умови першого роду, знайдемо сталі ін-
тегрування: 

( )
1 2

1
1 21 / 1 /

C Ct t
C

r r
−

=
−

;                                       (1.95) 

 

( )
1

1

2
2

1 1 21 / 1 /
C

c

t t
C t

r r r
−

= −
−

.                                       (1.96) 

 
Врахувавши (1.95) та (1.96) в (1.94), отримаємо закон розподілу темпе-

ратури вздовж радіуса стінки сфери: 
 

( ) ( )1

1

2 1 1
11 1

1 2

c
C

t t
t t r r

r r
− −

− −

−
= − ⋅ −

−
.                            (1.97) 

 
Для знаходження теплового потоку Q, що проходить через стінку сфе-

ри, скористаємося законом Фур’є: 
 

( )
( )

1 22 1 2
1 11 1

1 21 2

4 24 c c o
o

t t t d ddt dtQ A r t
dr dr d dr r

πλ πλλ λ π πλ
δ− −− −

− ∆
= − = − = = = ⋅∆

−− ,     (1.98) 

 
де 24A rπ=  − площа поверхні сфери радіусом r; constλ =  − коефіцієнт те-
плопровідності матеріалу сфери; 1 12d r= ; 2 22d r= ; 

( ) ( )
1 2

2 2 1 1
1 1 2/ / /C Cdt dr C r t t r r r− − = = − −   − градієнт температури в стінці 

сфери; 2 1r rδ = −  − товщина стінки сфери; 
1 2o C Ct t t∆ = − . 
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Оскільки ми розглядаємо стаціонарний процес теплопередачі через сті-
нку сфери, то тепловий потік згідно із законом збереження енергії для по-
верхонь сфери буде постійним для всіх поверхонь сфери як внутрішніх, 
так і зовнішніх, тоді на основі закону Ньютона−Ріхмана із врахуванням 
(1.98) для межових умов третього роду, матимемо: 

 
                                     ( )1 1

2
1 1 p CQ d t tα π= − ; 

 

                                        
( )

( )
1 2

1 1
1 2

2 C Ct t
Q

d d

πλ
− −

−
=

−
;                                          (1.99) 

 

                                     ( )2 2

2
2 2 C pQ d t tα π= − . 

 
Розв’язуючи систему рівнянь (1.99) відносно Q, знайдемо: 
 

                 
( )

( )
1 2

1 1
1 22 2

1 1 2 2

2
1 1 1

2

p p
сф

t t
Q k t

d d
d d

πλ
π

α λ α
− −

−
= = ∆

+ − +
,                  (1.100) 

 

де ( )
1

1 1
1 22 2

1 1 2 2

1 1 1
2сфk d d

d dα λ α

−

− − 
= + − + 

 
 − коефіцієнт теплопередачі через 

сферичну стінку, Вт/К. 
Обернена величина 
 

( )1 1 1
1 22 2

1 1 2 2

1 1 1
2сфсфR k d d

d dα λ α
− − −= = + − +                    (1.101) 

 
називається термічним опором теплопередачі через сферичну стінку 
(розмірність К/Вт).  

За аналогією з (1.89) можна знайти, якщо ( ) ( )2/сфd R d d  = 0, критич-
ний діаметр сфери 2кр

d  за якого термічний опір теплопередачі буде мініма-

льним ( 2 constα = ): 

2 24 /
кр

d λ α= .                                          (1.102) 
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Знайдене під час розгляду процесу стаціонарної теплопровідності через 
плоску стінку рівняння температурного поля (1.81) в безрозмірних величи-
нах є узагальненим виразом температурного поля, який справедливий як 
для циліндричної, так і для сферичної стінок [1]. Безрозмірна узагальнена 
координата Х для циліндричної та сферичної стінок може бути розрахова-
на за формулами [1] для стінок : 

 
циліндричної – ( ) ( )1 2 1ln / / ln /ц r r r rΧ = Χ = ;                (1.103) 

 
сферичної − ( ) ( )1 1 1 1

1 1 2/сф d d d d− − − −Χ = Χ = − − ,             (1.104) 

 
тут r та d – відповідно радіус і діаметр будь-якої ізотермічної поверхні ци-
ліндра та сфери, розташованих всередині циліндричної та сферичної сті-
нок. 

Під час роботи двигунів внутрішнього згорання, електродвигунів, 
черв’ячних передач тощо виділяється певна кількість теплоти, одним із 
способів відведення якої є оребрення поверхонь корпусів цих механізмів з 
метою збільшення площі поверхні тепловіддачі. Спрощено ребро можна 
розглядати як стержень, поперечний переріз якого може мати будь-яку 
конфігурацію – прямокутник, круг, трикутник та ін.  

Розглянемо процес стаціонарної теплопередачі через необмежений в 
одному напрямку стержень постійного перерізу (рисунок 1.10) периметром 

U і площею поперечного перері-
зу А. Стержень розміщений в се-
редовищі з постійною темпера-
турою pt , коефіцієнти теплопро-
відності матеріалу стержня λ  та 
тепловіддачі його поверхні pα  
постійні. Тепловий потік тQ  пі-
дводиться до торця стержня, як 
показано на рисунку 1.10, в на-
прямку осі Ох. Припустимо, що 
коефіцієнт теплопровідності λ  

достатньо великий, а площа А мала, що дозволяє знехтувати зміною тем-
ператури в поперечному напрямку стержня. Оскільки pt const= , то розгляд 
процесу теплопередачі через стержень доцільно проводити відносно над-
лишкової температури 1 pt t t const∆ = − =  (тут 1 pt t> ). 

Виділимо на відстані х від торця стержня елементарну ділянку довжи-
ною dx і запишемо рівняння теплового балансу для цієї ділянки: 

Рисунок 1.10 – Процес теплопередачі 
через необмежений стержень 

∆    t    1    

∆    t    d    (    ∆    t    )    

x    d    x    d    Q    

Q    x    Q    x    +    d    x    
Q    т    

t    
t    1    

t    p    
x    

0    
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x x dxdQ Q Q += − ,                                       (1.105) 
 

де dQ  – елементарний тепловий потік, що віддається ділянкою dx навко-
лишньому середовищу; xQ , x dxQ +  – відповідно, теплові потоки, що входять 
і виходять через перерізи стержня, обмежені довжиною dx. 

Потоки xQ  та x dxQ +  визначимо за законом Фур’є: 
 

( )
x

d t
Q A

dx
λ

∆
= − ;                                        (1.106) 

 

       

( ) ( ) ( )2

2x d
d t d t d tdQ t dx A A dxA

dx dx dx dx
λ λ+

∆ ∆ ∆ 
= − ∆ + = − − 

 
.        (1.107) 

 
Підставляючи (1.106) та (1.107) в (1.105), знайдемо: 
 

( )2

2

d t
dQ A dx

dx
λ

∆
= .                                    (1.108) 

 
Відповідно до закону збереження енергії для поверхні стержня і за за-

коном Ньютона – Ріхмана 
 

                pdQ U tdxα= ∆ .                                          (1.109) 

 
Прирівнюючи (1.108) та (1.109), отримаємо диференціальне рівняння, 

що описує зміну температури по довжині стержня: 
 

( )2
2

2
pUd t

t m t
dx A

α
λ

∆
= ∆ = ∆ ,                          (1.110) 

 

де pUm
A

α
λ

=  – величина, яку називають темпом охолодження [1] стержня, 

м-1. Загальний інтеграл для рівняння (1.110) знаходиться за формулою [5]: 
 

1 2
mx mxt C e C e−∆ = + .                                 (1.111) 
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Сталі інтегрування С1 та С2 визначимо за межовими умовами для: 
 

0x =   1 1 2 1 2
o ot t C e C e C C−∆ = ∆ = + = + ;               (1.112) 

x = ∞    
1

1 2 10t C e C e C e∞ ∞∞∆ = = + = ;                   (1.113) 
 
Оскільки 0e∞ ≠ , то 1 0C = , тоді 1 2t C∆ = . 
Підставляючи значення С1 та С2 в (1.114), отримаємо: 
 

1
mxt t e−∆ = ∆                                       (1.114) 

 
або в безрозмірній формі 

1

mxt e
t

θ −∆
= =

∆
.                                    (1.115) 

 
Згідно з законом Фур’є через торець стержня проходить тепловий потік 
 

( ) [ ] 0
0

т x
x

d t
Q A grad t A

dx
λ λ

=
=

∆ 
= − ⋅ = − ∆ ⋅ 

 
,              (1.116) 

 

де [ ] ( )
0

0
x

x

d t
grad t

dx=
=

∆ 
∆ =  

 
 – градієнт температури на торці стержня. 

Взявши похідну виразу (1.114) за х, знайдемо: 
 

( )
1 0 1

0

/mx
x

x

d t
me t m t

dx
−

=

=

∆ 
= − ∆ = − ∆ 

 
.                 (1.117) 

 
Якщо вважати, що весь потік тQ  віддається навколишньому середови-

щу, то підставивши (1.117) в (1.116), отримаємо формулу для розрахунку 
тQ : 

 

1 1т pQ Am t t UAλ α λ= ∆ = ∆ .                         (1.118) 

Рівняння (1.111) справедливе і для стержня скінченної довжини L , але 
межові умови для цього випадку будуть інші: 
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для                                 
( )

( )

10 ;

;

,

L L
x L

L
L

x L

x t t

d t
x L t

dx

d t
або t

dx

λ α

α
λ

=

=




= ∆ = ∆
 ∆  = − = ∆  

 
 ∆  = − ∆   

                      (1.119) 

 
де Lt∆  – температура на вільному торці стержня для x L= ; Lα  – коефіцієнт 
тепловіддачі з поверхні вільного торця стержня. 

Для x L=  тепловий потік LQ , що підводиться до вільного торця стерж-
ня за рахунок теплопровідності, дорівнює тепловому потоку, який відда-
ється поверхнею цього торця навколишньому середовищу (див. вираз 
(1.119) для x L= ). 

Підставивши умови (1.119) в (1.111), знайдемо сталі С1 та С2: 
 

    

1

1
2

L

mL L L

t m
C

e m m

α
λ

α α
λ λ

 ∆ − 
 =

 + + − 
 

; 

2

2 1
2

mL L

mL L L

e m
C t

e m m

α
λ

α α
λ λ

 + 
 = ∆

 + + − 
 

.    (1.120) 

 
Враховуючи (1.120) в (1.111), отримаємо після нескладних алгебраїч-

них перетворень рівняння розподілу температури в обмеженому стержні 
постійного перерізу: 

 
( ) ( ) ( ) ( )

1

m L x m L x m L x m L xL

mL mL mL mLL

m e e e e
t t

m e e e e

α
λ

α
λ

− − − − − −

− −

    + + −    
∆ = ∆  

    + + −    

.         (1.121) 

 
Рівняння (1.121) можна записати в більш простому вигляді, якщо вра-

хувати, що ( ) ( )0,5 x xe e ch x−+ =  та ( ) ( )0,5 x xe e sh x−− = , тоді 
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( ) ( )

[ ] [ ]
1

L

L

ch m L x sh m L x
mt t

ch mL sh mL
m

α
λ

α
λ

− + −      
∆ = ∆

−
.                    (1.122) 

 
Якщо Lα  малий, а коефіцієнт теплопровідності λ  великий, то 

/ 0Lα λ →  і тепловіддачею із вільного торця стержня можна знехтувати, 
тоді за цих припущень рівняння (1.122) набуде вигляду: 

 
( )
[ ]1

ch m L x
t t

ch mL
−  ∆ = ∆                                 (1.123) 

 
або в безрозмірній формі 

 
( )
[ ]

ch m L x
ch mL

θ
−  = .                                     (1.124) 

 
Для випадку x L= , формула (1.123) буде такою: 
 

( )1 /t t ch mL∆ = ∆ .                                 (1.125) 
 

За законом збереження енергії тепловий потік тQ , підведений до торця 
стержня, віддається в навколишнє середовище, тобто т pQ Q=  (тут pQ  – 
тепловий потік з поверхні стержня). Взявши похідну виразу (1.123) за х 

 
( ) ( )

( ) ( )1 1
0x

d t sh mL
t m t mth mL

dx ch mL
=

∆ 
= −∆ = −∆ 

 
             (1.126) 

 
і підставивши знайдене значення в (1.116), отримаємо: 

 
( ) ( )1 1p pQ Am t th mL t UA th mLλ α λ= ∆ = ∆ ⋅ .             (1.127) 

 
Як вже відмічалось, оребрення є одним із способів підвищення тепло-

віддачі із поверхонь корпусів механізмів та машин, що працюють з вели-
ким тепловиділенням. 
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Розглянемо розрахунок стаціонарної теплопередачі через ребристу 
плоску стінку необмежених розмірів, фрагмент якої зображено на рисун- 
ку 1.11. Характерні розміри стінки нанесено на рисунку 1.11. Зазвичай ши-
рина ребра b δ≥  (тут δ  товщина ребра), тоді периметр поперечного пере-
різу ребер 2pU b≈ , а площа цього перерізу рпA bδ≈ . 

Припустимо, що коефіцієнти тепловіддачі неоребреної поверхні стінки 
1α , гладкої частини на оребреній поверхні 

cα  та на поверхні ребер pα  є постійними. 
Також постійний коефіцієнт теплопрові-
дності λ  матеріалу стінки. 

Враховуючи зроблені зауваження, ви-
значимо (див. (1.110) темп охолодження 
для ребристої стінки:  

( )2 /p p
p

p

U
m

A
α

α λδ
λ

= = .     (1.128) 

 
Отримане значення m підставляємо у 

формулу (1.127) і, враховуючи значення 
U та А, після нескладних алгебраїчних 
перетворень, знайдемо: 

 

                               

1

1 1

2

2

2
2 ,

2

p

p p p
p

p p p

th

Q A t

th Bi
b t A E t

Bi

α δ
δ λ

λ α
α δ

δ λ

δα α

δ

 
 
 
 = ∆ =

 
 
 = ∆ = ∆











          (1.129) 

де /
1 /

p

p

Bi
α δ δ λ

λ α
= =  – безрозмірне число (критерій) Біо, яке характеризує 

співвідношення термічних опорів стінки ( /δ λ – внутрішній термічний 
опір) і тепловіддачі (1/ pα – зовнішній термічний опір); 2pA b=   – площа 

поверхні ребра; ( ) ( )/ 2 / / 2E th Bi Biδ δ   =       – так званий коефіці-
єнт ефективності ребра [1]; 

2 2c pt t t∆ = −  (тут 
2ct  і 

2pt  – відповідно темпера-
тури ребристого боку стінки та середовища, в якому цей бік розташова-

δ    1    l    
b    

δ    

α    p    

t    p    1    
t    c    1    

α    1    

t    c    2    

α    c    

Рисунок 1.11 – Теплопередача 
через ребристу стінку 
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ний). 
Загальний тепловий потік Q, що віддається оребреною поверхнею для 

стаціонарного процесу теплопередачі, визначається з рівняння теплового 
балансу 

1 1 зв 1p c p p c c рcQ Q Q A E t A t A tα α α= + = ∆ + ∆ = ∆ ,         (1.130) 
 

тут 1c c cQ A tα= ∆  – тепловий потік, що віддається гладкою частиною оре-
бреної поверхні; cA  – площа гладкої поверхні ребристої стінки; 

рc p cA A A= + ; зв
p c

p c
pc pc

A AE
A A

α α α= +  – зведений коефіцієнт тепловіддачі 

ребристої стінки, який враховує тепловіддачу поверхонь ребра, гладкої 
стінки та ефективність роботи ребра. 

Стаціонарну тепловіддачу через ребристу стінку також можна за анало-
гією з плоскою стінкою описати системою рівнянь:  

 

( )
( )

( )

1 1

1 1

2 2

1 1 1

1
1

зв

;

;

,

p p c

p c c

p c p pc

Q A t t A

Q t t A

Q t t A

α

λ
δ

α

 = −



= −

 = −

                              (1.131) 

 
де 1A  – площа неоребреної поверхні стінки; 

1 1
,c pt t  – температури відповід-

но неоребреної поверхні стінки і середовища, в якому вона знаходиться. 
Розв’язавши систему (1.131) відносно Q, знайдемо: 
 

( )1 2

1

1 1 1 зв

1 1/p p
рс

Q t t
A A A

δ
α λ α

 
= − + +  

 
.                    (1.132) 

 
Якщо віднести тепловий потік Q до площі рсA  оребреної поверхні стін-

ки, то отримаємо густину теплового потоку відносно рсA : 

 

( ) ( )1 2 1 2

1

1 1 1 зв

1 1/ / рс рс
pc рс p p pc p p

A A
q Q A t t k t t

A A
δ

α λ α
 

= = − + + = − 
 

, (1.133) 
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де 

1

1

1 1 1 зв

1 1рс рс
pc

A A
k

A A
δ

α λ α

−
 

= + + 
 

 – коефіцієнт теплопередачі через ребрис-

ту стінку, визначений відносно площі оребреної поверхні, Вт/(м2К). 
Густина теплового потоку на неоребреній поверхні 
 

( ) ( )1 2 1 2

1 1
1 1 1

1 зв

1 1/ /p p p p
рс

Aq Q A t t k t t
A

δ
α λ α

 
= = − + + = −  

 
,         (1.134) 

 

де 
1

1 1
1

1 зв

1 1

pc

Ak
A

δ
α λ α

−
 

= + +  
 

 – коефіцієнт теплопередачі, знайдений відносно 

площі 1A . 
Відношення  1/рс pA A k=  називається коефіцієнтом оребрення повер-

хні [1]. 
Наведені приклади показують, що класичний метод безпосереднього 

інтегрування рівняння теплопровідності можна використовувати для 
розв’язання простих задач, як правило, для знаходження стаціонарних од-
новимірних температурних полів.  

Під час розв’язання окремих задач теплофізики іноді використовують 
методи інтегральних (integral) перетворень (операційні), зокрема метод 
Лапласа [1, 5]. Згідно з цим методом, шукана функція f(τ) (оригінал) замі-

нюється її зображенням 
0

( ) ( ) sF S f e dττ τ
∞

−= ∫ , де s = σ+іω − комплексна 

змінна, що є зображенням аргументу τ (σ, іω – реальна та уявна частини 
комплексного числа і=√(-1), відповідно.  

За такої заміни вихідне диференціальне рівняння перетворюється на 
алгебраїчне в зображеннях. Після розв’язання отриманого алгебраїчного 
рівняння в зображеннях виконується обернене перетворення. Методом ін-
тегрального перетворення Лапласа можна розв’язувати лінійні диференці-
альні рівняння. Під час застосування цього методу для знаходження дво- та 
тривимірних температурних полів алгебраїчні рівняння мають високий по-
рядок, розв’язання яких пов’язано зі значними математичними трудноща-
ми.  

В технологічній теплофізиці широко використовується для розв’язання 
рівняння теплопровідності метод джерел (стоків) теплоти [2]. Цей метод 
дозволяє відносно просто написати інтеграл, що задовольняє диференціа-
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льне рівняння теплопровідності та задані умови однозначності. Знайдений 
інтеграл може обчислюватись аналітичними чи числовими методами.  

Ґрунтується метод джерел (стоків) теплоти на таких двох основних по-
стулатах [2]: 

а) джерело або стік теплоти будь-якої форми, рухоме чи нерухоме, ді-
юче безперервно чи тимчасово, може бути подано як система точкових 
миттєвих джерел (стоків) теплоти (принцип конструювання рішень); 

б) процес поширення теплоти в тілі обмежених розмірів може бути по-
даний як частина процесу поширення теплоти в необмеженому тілі шля-
хом доповнення фактично діючої системи джерел (стоків) теплоти систе-
мою фіктивних джерел або стоків (принцип відображення джерел).  

Математичний апарат методу джерел побудований на описі температу-
рного поля, що виникає в необмеженому тілі під дією теплоти, яка вно-
ситься в тіло точковим миттєвим джерелом теплоти [2]:  
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                (1.135) 

 

де Qτ – кількість теплоти, що внесена в тіло миттєвим точковим джерелом; 
τ – час, що пройшов з моменту теплового імпульсу; λ, а – відповідно кое-
фіцієнти теплопровідності та температуропровідності матеріалу тіла; 

2 2 2( ) ( ) ( )g g gR x x y y z z= − + − + −  – відстань від місця теплового спалаху 
I(xg, yg, zg) до розглядуваної точки тіла з координатами x, y та z. Більш дета-
льно з використанням методу джерел теплоти для розв’язання задач техно-
логічної теплофізики можна ознайомитись в роботі [2]. 

Числові методи розв’язування рівняння теплопровідності найчастіше 
використовуються тоді, коли точні аналітичні методи розрахунку пов’язані 
зі значними математичними труднощами. Числові методи за своєю суттю є 
наближеними способами інтегрування диференціальних рівнянь. Ці мето-
ди дозволяють врахувати більшість особливостей конкретного процесу, 
але їх результати є справедливими тільки для цього процесу, а аналітичні 
розв’язки, отримані безпосереднім інтегруванням диференціального рів-
няння, наприклад, теплопровідності, дають можливість розрахувати тем-
пературу для будь-якої точки тіла. Перевагою числових методів перед ана-
літичними для конкретного процесу є можливість наближено задоволь-
нити будь-які умови однозначності. Особливо бурний розвиток числових 
методів здійснився в зв’язку з розвитком комп’ютерної техніки. 

Під час розв’язання задач технологічної теплофізики застосовують чи-
слові методи скінченних різниць, скінченних елементів і граничних елеме-
нтів. З цих методів для розв’язання задач теплопровідності найбільш ши-
роко використовується метод скінченних різниць, який ще називають ме-
тодом сіток. 



47 
 

Метод скінченних різниць ґрунтується на заміні похідних в диференці-
альних рівняннях теплопровідності приблизними співвідношеннями в 
окремих вузлових точках температурного поля. Ці точки називають вузла-
ми сітки. За такої заміни диференціальне рівняння перетворюється в екві-
валентне алгебраїчне. Такі алгебраїчні рівняння складаються для всіх вуз-
лових точок розглядуваної ділянки тіла, включно й межові точки. 

В результаті отримаємо замкнену систему алгебраїчних рівнянь, 
розв’язавши яку за допомогою пакетів прикладних комп’ютерних програм, 
наприклад, Mathcad, визначимо температури всіх вузлових точок. 

Метод скінченних різниць полягає в тому, що досліджуване тіло чи си-
стема тіл розбивається на маленькі елементи (об’єми, площини, відрізки), 
вигляд яких визначається умовами задачі, зазвичай це правильні геометри-
чні фігури: паралелепіпеди, прямокутники чи рівні між собою відрізки 
прямої. Час проходження теплопередачі також ділиться на малі проміжки 
∆τ та вводяться такі припущення:  

а) термічні властивості кожного 
із елементів (наприклад, маленько-
го паралелепіпеда) зосереджені в 
його центральній вузловій точці 
(рисунок 1.12) з порядковими но-
мерами i, j, p, що відповідають ко-
ординатам x, y, z, відповідно; 

б) температура тіла змінюється 
дискретно стрибком через промі-
жок часу ∆τ, причому кожному 
проміжку присвоюється порядко-
вий номер (індекс) 

, 1, 2,...,k k k k n+ + +  (тут n – кіль-
кість проміжків τ∆ , на які поділена 
стріла часу); 

в) теплопередача між вузлови-
ми точками здійснюється через 
умовні теплопровідні стержні. 

Як приклад застосування чис-
лового методу скінченних різниць 
розв’яжемо рівняння теплопровід-
ності для одновимірного нестаціо-
нарного процесу: 

         

2

2
t ta

xτ
∂ ∂

=
∂ ∂

.         (1.136) 

 

Рисунок 1.12 – Графічна інтерполяція 
методу скінчених різниць 

Рисунок 1.13 – Графічна ілюстрація 
методу скінченних різниць для 

розрахунку температурного поля в 
одновимірному стержні 
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Рівняння (1.136) описує процес зміни температури в напрямку осі Ох та 
часі, наприклад, температурне поле в одновимірному стержні.  

Графічна ілюстрація цього поля в одновимірному стержні зображена на 
рис. 1.13. Розділимо стержень на маленькі відрізки довжиною hx та прону-
меруємо їх індексами 2, 1, , 1, 2, ,i i i i i i n− − + + +   (тут і – центральна 
вузлова точка). Якщо відома температурна функція (див. рисунок 1.13), то 
першу похідну /t x∂ ∂  поблизу точки і в момент часу k можна замінити 
двома наближеними виразами: 
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де ( )/ xt h

+
∆  та ( )/ xt h

−
∆  – прийнято називати різницевими відношеннями 

«вперед» (+) та «назад» (–) [1, 2]. 
Другу похідну 2 2/t x∂ ∂  можна подати через різницю відношень «впе-

ред» і «назад», віднесену до hx: 
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Оскільки часова вісь (стріла часу) має один напрямок від теперішнього 

до майбутнього, то похідну t∂
∂τ

 можна описати тільки одним різницевим 

співвідношенням: 
, 1 ,i k i kt tt t

x
∂
∂ τ τ

+ −∆
≈ =

∆ ∆
.                           (1.139) 

 
Підставляючи (1.138) та (1.139) в рівняння (1.136), після нескладних 

перетворень отримаємо вираз для розрахунку температури точки i в мо-
мент часу k+1: 

 

    ( ) ( ), 1 1, 1, , 0 1, 1, 0 ,2 2
2( ) 1 1 2i k i k i k i k x i k i k x i k

x x

a at t t t F t t F t
h h

τ τ
+ + − + −

 ∆ ∆
= + + − = + + − 

 
,    (1.140) 

 
де 2

0 /x xF a hτ= ∆  – критерій Фур’є відносно розміру hx елементарного ві-
дрізку стержня. Рівняння (1.140) є алгебраїчним рівнянням теплопровідно-
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сті в скінченно-різницевій формі. Математичний аналіз рівняння (1.140) 
показує, що для забезпечення стійкості його розв’язку, необхідно виконати 
умову 0 0, 5xF ≤  [1, 2]. Для 0 0,5xF >  результати розв’язку набувають стриб-
коподібного характеру і розрахунок температурного поля буде неправиль-
ним. Візьмемо F0x=0,5, тоді 

 
         ( ), 1 , ,0,5i k i k i kt t t+ + −= + .                                 (1.141) 

 
Рівняння (1.141) показує, що для знаходження температури точки i в 

момент часу k+1 достатньо знати температуру двох сусідніх точок i-1 та 
i+1 в попередній проміжок часу k. Таким чином за F0x = 0,5 майбутня тем-
пература точки i від теперішньої її температури не залежить. 

Рівняння типу (1.141) складають для всіх вузлових точок стержня, 
включаючи й точки, що розташовані на його межах, температура яких за-
дана в умовах однозначності. Розв'язуючи отриману таким чином систему 
алгебраїчних рівнянь, можна визначити розподіл температури в стержні 
для будь-якого моменту часу. Необхідно зауважити, що умови однознач-
ності також мають бути зведені до скінченно-різницевої форми [1, 2].  

Точність розрахунків підвищується із зменшенням F0x , наприклад, при 
F0x = 0,25 ( ), 1 1, 1, ,0,25 2i k i k i k i kt t t t+ + −= + +  − це більш точний вираз для розра-
хунку майбутньої температури точки i. 

Методом скінченних різниць можна розв’язувати дво-  та тривимірні 
задачі теплопровідності, наприклад, для тривимірного температурного по-
ля рівняння теплопровідності в скінченно-різницевій формі має  
вигляд [1, 2] 

 

              
( ) ( )

( ) ( )
, , , 1 0 1, , , 1, , , 0 , 1, , , 1, ,

0 , , 1, , , 1, 0 0 0 , , ,1 2 ,

i j p k x i j p k i j p k y i j p k i j p k

z i j p k i j p k x y z i j p k

t F t t F t t

F t t F F F t

+ + − + −

+ −

= + + + +

 + + + − + + ⋅ 
      (1.142) 
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τ∆
=  – критерії Фур’є відносно розмірів hx, 

hy, hz елементарного об’єму тіла. Стійкість розв’язку рівняння (1.142) за-
безпечується за виконання умови  

 
0 0 0 0,5x y zF F F+ + ≤ .                                     (1.143) 

 
Під час вибору інтервалів (кроків) сітки hx, hy, hz їх величину узгоджу-

ють із ступенем деталізації вивчення температурного поля в тій чи іншій 
області твердого тіла. Кроки сітки, а також інтервал розбиття координати 
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часу мають відповідати умові (1.143). 
З метою зменшення обсягу та вартості розрахунків під час розв’язання 

задач з теплофізики нині широко використовуються методи скінченних 
елементів і граничних елементів, математичний апарат яких ґрунтується на 
варіаційному численні. 

На відміну від методу скінченних різниць метод скінченних елементів 
дозволяє здійснювати неоднакову деталізацію об’єктів дослідження. Еле-
ментарні об’єми можуть мати будь-яку форму та розміри. За методом скін-
ченних елементів скорочується число рівнянь та є можливість для окремих 
елементів врахувати різні властивості матеріалу. Метод граничних елемен-
тів відрізняється від розглянутих тим, що на елементарні об’єми розбива-
ється не все тіло, а тільки його межові поверхні, що значно скорочує обсяг 
розрахунків. В теплофізиці метод граничних елементів поки що викорис-
товують обмежено, оскільки це пов’язано зі значними математичними тру-
днощами. Більш детально з особливостями та прикладами застосування 
методів скінченних і граничних елементів можна ознайомитись в робо-
ті [2]. 

Розв’язання задач теплопровідності шляхом моделювання відноситься 
до експериментальних методів. Використовується два методи моделюван-
ня [1, 2]: вивчення теплообміну в реальному твердому тілі (або системі тіл) 
за аналізом подібного процесу поширення теплоти в моделі (фізичне моде-
лювання); вивчення теплообміну в реальному тілі на основі дослідження 
іншого фізичного явища, що має формально аналогічний процесу поши-
рення теплоти математичний опис (математичне або аналогове моделю-
вання). Теоретичною базою моделювання є теорія подібності, елементи 
якої будуть розглянуті в розділі 2.  

Приклади розв’язання задач теплопровідності за допомогою моделю-
вання наведені в роботах [1, 2]. 

 
1.8 Запитання для самоперевірки до розділу 1 
 
1. Що розуміють під феноменологічним і статистичним методами дос-

лідження явищ природи ? 
2. Дайте означення видам теплопередачі: теплопровідність; конвекція; 

теплове випромінювання. 
3. Який вид теплопередачі називають складним теплообміном? 

Чим відрізняються між собою нестаціонарне та стаціонарне температурні 
поля? 

4. Запишіть в загальному вигляді залежності, що характеризують одно-, 
дво- та тривимірні нестаціонарні температурні поля. 

5. Дайте означення ізотермічної поверхні. 
6. Запишіть вираз для градієнта температури. Куди направлений вектор 

градієнта температури? 
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7. Наведіть означення закону Фур’є в різних формах. 
8. Як направлений вектор густини теплового потоку? 
9. Що розуміють під поняттям коефіцієнта теплопровідності? Яка роз-

мірність цього коефіцієнта в міжнародній системі одиниць СІ? 
10. Під яким кутом перетинаються лінії теплового потоку та ізотерми? 
11. Наведіть залежності для розрахунку коефіцієнтів теплопровідності 

для крапельних рідин та газів. 
12. Які матеріали називаються теплоізоляційними? 
13. Перерахуйте основні припущення, що приймаються під час виве-

дення диференціального рівняння теплопровідності. 
14. На що витрачається надлишкова кількість теплоти, що виділяється в 

елементарному об’ємі dV за час dτ під час ізохорного та ізобарного термо-
динамічних процесів? 

15. Запишіть в загальному вигляді диференціальні рівняння теплопро-
відності для змінних і сталих теплофізичних характеристик твердого тіла. 

16. Що характеризує коефіцієнт температуропровідності? Для яких те-
плових процесів цей коефіцієнт має значення? 

17. Запишіть і поясніть рівняння теплопровідності Фур’є, Лапласа та 
Пуассона. 

18. Із яких основних пунктів складаються умови однозначності 
розв’язування диференціального рівняння теплопровідності? 

19. На скільки родів поділяються межові умови? Наведіть характерис-
тику кожного роду. 

20. Запишіть умову збереження енергії для поверхні тіла під час його 
теплообміну з навколишнім середовищем. 

21. Які методи використовуються для розв’язання задач теплопровід-
ності?. 

22. В чому полягає суть класичного аналітичного методу розв’язування  
рівняння теплопровідності? Які переваги та недоліки цього методу? 

23. Як розрахувати еквівалентний коефіцієнт теплопровідності багато-
шарової стінки за стаціонарного режиму процесу теплопровідності? 

24. В чому полягає суть операційного методу інтегральних перетворень 
Лапласа для розв’язування диференціального рівняння теплопровідності? 
Які переваги та недоліки має цей метод? 

25. На яких основних постулатах ґрунтується метод джерел (стоків) те-
плоти? Яка фундаментальна фізична залежність лежить в основі математи-
чного апарату цього методу? 

26. Які переваги та недоліки мають числові методи розв’язування рів-
няння теплопровідності? 

27. Які основні припущення покладено в основу числового методу 
скінченних різниць? 

28. Чому критерій Фур’є для одновимірного процесу теплопровідності 
або сума цих критеріїв для дво- чи тривимірних процесів під час викорис-
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тання числового методу скінченних різниць для розв’язування рівняння 
теплопровідності не може перевищувати 0,5? 

29. В чому полягає відмінність числових методів скінченних елементів 
і граничних елементів розв’язування задач теплопровідності від методу 
скінченних різниць? 

30. До яких методів дослідження процесів теплопровідності відносить-
ся їх моделювання? Які основні методи моделювання використовуються 
під час вивчення явища теплопровідності? 

31. Яка теорія є базою моделювання? 
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2 ОСНОВНІ ПОЛОЖЕННЯ ВЧЕННЯ ПРО КОНВЕКТИВНИЙ 
ТЕПЛООБМІН 

 
2.1 Основні поняття та означення  
 
Конвективний процес теплообміну здійснюється під час руху рідини чи 

газу, причому теплота одночасно переноситься конвекцією та теплопрові-
дністю. Конвекція теплоти – це її перенесення під час переміщення мікро-
частинок текучого середовища в просторі з області з однією температурою 
в область з іншою температурою. Конвекція можлива тільки в рідині або 
газі, де перенесення теплоти нерозривно пов’язано з перенесенням самого 
текучого середовища.  

В рух рідину чи газ приводять сили, які можна поділити на масові 
(об’ємні) та поверхневі. Масові сили прикладені до всіх частинок рідини 
(газу) і зумовлюються зовнішніми силовими полями (гравітаційним, магні-
тним, електричним). Поверхневі сили прикладаються до поверхні контро-
льного об’єму рідини (газу), внаслідок дії на неї навколишнього середови-
ща або твердих тіл. Це сили зовнішнього тиску та тертя.  

Конвекцію поділяють на природну (вільну) та вимушену. Під час 
природної конвекції рух рідини (газу) виникає через неоднорідну густину 
рідини та дію на її частинки масових сил. Це обумовлюється нерівномір-
ним розподілом температури в об’ємі рідини (газу), наприклад, під час 
опалення кімнати від водяної батареї, коли більш нагріті об’єми повітря 
через меншу густину піднімаються вверх в полі земного тяжіння, а холодні 
шари повітря опускаються вниз. Рух рідини (газу) під час вимушеної кон-
векції відбувається під дією на розглядуваний об’єм рідини поверхневих 
сил, наприклад, за рахунок передавання об’єму рідини кінетичної енергії 
від насоса, вентилятора або інших пристроїв, внаслідок чого під час руху 
рідини чи газу із області з однією температурою в область з іншою разом із 
масою рідини (газу) переноситься певна кількість теплоти. Вимушена кон-
векція проходить і тоді, коли тверде тіло само переміщується в середови-
щі.  

Вимушена та природна конвекції в природі відбуваються одночасно, 
наприклад, під час токарного оброблення одна частина різця віддає тепло-
ту в рухоме середовище – змащувально-охолоджувальну рідину, а інша – в 
умовно нерухоме навколишнє повітря. Вплив природної конвекції на зага-
льний тепловий баланс тим більший, чим більша різниця температур окре-
мих частинок середовища та менша швидкість вимушеного руху і навпаки. 

Конвективний теплообмін між потоком рідини (газу) та поверхнею ті-
ла, що стикається з потоком, називається конвективною тепловіддачею 
або просто тепловіддачею. Процеси тепловіддачі можуть бути стаціонар-
ними та нестаціонарними. Умова стаціонарності процесу тепловіддачі – 
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це незмінність в часі швидкості та температури в будь-якій точці рідини 
(газу). 

В п. 1.6.2 був розглянутий (див. формулу (1.48) закон Ньюто-
на−Ріхмана, який можна подати в інших формах:  

 
dQcτ = α(tc–tp)dА⋅dτ;                                     (2.1) 

 
dQc = α(tc–tp)dА,                                           (2.2) 

 
де dQcτ – елементарна кількість теплоти, що передається від елемента по-
верхні тіла dА (м2) (або навпаки, коли tp > tc) до рідини (газу), Дж; tc, tp – 
температури поверхні тіла та рідини (газу), К; dQc = dQcτ/dτ – елементар-
ний тепловий потік, Вт; dτ – елементарний час теплообміну, с. Різницю 
∆t=tc-tp називають температурним напором. Коефіцієнт пропорційності α 
(див. рівняння (2.1) та (2.2) називається коефіцієнтом тепловіддачі, 
Вт/(м2К). Як вже раніше відмічалось (див. п. 1.6.2), коефіцієнт тепловідда-
чі не є фізичним параметром речовини і в загальному випадку залежить від 
форми та розмірів тіла, режиму руху і швидкості потоку рідини (газу), те-
мператури, фізичних параметрів рідини (газу) тощо, а також від конкрет-
них умов тепловіддачі, які впливають на її інтенсивність. 

Експериментально коефіцієнт тепловіддачі визначають за залежністю 
 

( )
c c

c p c p

dQ q
dA t t t t

α = =
− −

,                                  (2.3) 

 
де qc – густина теплового потоку на межі рідини (газу) та тіла (поверхні ті-
ла), що стикається з нею, Вт/м2. 

Оскільки конвекція завжди супроводжується молекулярним перенесен-
ням теплоти (теплопровідністю), то локальне (місцеве) значення густини 
теплового потоку q, що проходить за одиницю часу через одиницю повер-
хні контрольного об’єму рідини нормально до її поверхні, можна описати 
векторним рівнянням [1] 

 

тепл конвq q q t whλ ρ= + = − ∇ +


  

,                           (2.4) 
 

де теплq tλ= − ∇


 – густина теплового потоку, що переноситься за рахунок 

теплопровідності рідини (газу); конвq whρ=




 – густина теплового потоку, 
що переноситься конвекцією; λ − коефіцієнт теплопровідності рідини; 
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0
t t tt n
x y z

 ∂ ∂ ∂
∇ = + + ∂ ∂ ∂ 

  – градієнт температури в рідині ( 0n  − одиничний ве-

ктор); ρ – густина рідини; w  – швидкість потоку; h – питома ентальпія рі-
дини (див. залежність (1.30). 

Процес теплообміну залежить від властивостей рідин (газів), які суттє-
во впливають на інтенсивність теплообміну та характер його проходження. 

 
2.2 Фізичні властивості рідин 
 
Властивості рідин (газів) визначаються через такі фізичні характерис-

тики:  
ρ – густина, кг/м3;  
cр (cv) – питома теплоємність за сталого тиску (об’єму), Дж/(кг·К); 

/ ( )pа cλ ρ= ⋅  – коефіцієнт температуропровідності, м2/с; 
ε – коефіцієнт стисливості (compressibility), м2/Н (Па-1); 
β – коефіцієнт теплового об’ємного розширення (extension), К-1; 
µ=ν⋅ρ – коефіцієнт динамічної в’язкості, Па⋅с (тут /ν µ ρ= – коефіцієнт 

кінематичної в’язкості, м2/с). 
Для кожної речовини наведені величини мають певне значення і є фун-

кціями параметрів стану (тиску і температури). 
В’язкість, стисливість, теплове об’ємне розширення значною мірою ви-

значають властивості рідин (газів), тому на характеристиці цих параметрів 
потрібно зупинитись докладніше. 

Між окремими частинками або шарами рідини (газу), що рухаються з 
різними швидкостями, виникає сила внутрішнього тертя, яка протидіє ру-
хові. Це дотична сила, питома величина якої – дотичне напруження (inten-
sion) визначається за законом Ньютона: 

 
/s dw dnτ µ= ,                                                (2.5) 

 
де τs – дотичне напруження в рідині (газі), яке діє в будь-якій точці потоку 
в площині, орієнтованій за течією, Па; dw/dn – градієнт швидкості, направ-

лений вздовж нормалі n (м) до площини потоку, м c
м

; µ – коефіцієнт дина-

мічної в’язкості, Па⋅с. 
Рідини, що підлягають закону Ньютона, називаються «ньютонівськи-

ми». Деякі рідини за нормальних умов і звичайні рідини в екстремальних 
умовах закону Ньютона не підлягають. Такі рідини називаються «ненью-
тонівськими» і для них 
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s еф о  =   (р , t, / ) /dw dn w nτ µ ∂ ∂ ,                                 (2.6) 
 

де µеф – локальний (ефективний) коефіцієнт динамічної в’язкості, який не є 
фізичним параметром речовини, а є параметром її стану і залежить від ло-
кального тиску, температури, швидкості та їх зміни. 

Коефіцієнт динамічної в’язкості рідин і газів залежить від температури 
та тиску. Наближено зміну коефіцієнта динамічної в’язкості крапельних 
рідин від температури і тиску можна оцінити за наближеними експеримен-
тальними залежностями [8]: 

 
µt = µot ( )m

0 t/t ,                                               (2.7) 
 

pk p
p op eµ µ ∆= ⋅ ,                                             (2.8) 

 
де µt, µр – динамічна в’язкість рідини відповідно при температурі t та тиску 
р; µоt, µор – динамічна в’язкість рідини при початкових температурі to та ти-
ску ро; ∆р = р–ро; m – показник температурної залежності, що визначається 
родом рідини (m = 2,6…3 – для мінеральних масел [8]); kp – 
п’єзокоефіцієнт, Па-1. В деяких роботах [4] наводяться іншого характеру 
експериментальні залежності µ(t) та µ(р). 

Таким чином, судячи із залежностей (2.7), (2.8), динамічна в’язкість рі-
дини з підвищенням температури зменшується, а зі зростанням тиску – 
збільшується. В газах динамічна та кінематична в’язкості із підвищенням 
температури та тиску збільшуються: суттєво – під час зміни температури 
та мало – внаслідок зміни тиску. 

На тепловіддачу суттєво впливає стисливість рідин. Закон Гука для рі-
дин має вигляд [1, 9, 10]:  

 
/ /dV V dp dpκ ε− = = ⋅ ,                                     (2.9) 

 
де dV – зміна об’єму рідини внаслідок зміни тиску dp; V – початковий 
об’єм рідини до зміни тиску або при р = 0; κ = 1/ε – ізотермічний модуль 
пружності рідини, Па; ε – коефіцієнт стисливості, Па-1. За сталої темпера-
тури коефіцієнт стисливості можна виразити диференціальною залежніс-
тю [1]: 

ε = 11

t const

dV
р Vdp
ρ κ

ρ
−

=

 ∂
= − = ∂ 

,                      (2 .10) 

 
де ρ – початкова густина рідини; dρ – зміна густини рідини. 
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Реальна ізотермічна стисливість крапельних рідин мала (наприклад, 
для води ε ≈ 5⋅10-10 Па-1), а для газів – велика (наприклад, для повітря 
ε ≈ 10-5 Па-1, що в 2⋅104 більша, ніж у води). Потрібно зауважити, що для 
газу головним є не здатність стискатись, а те, на скільки він стискається в 
потоці. Якщо швидкість газу менша чверті швидкості звуку в ньому, то в 
розрахунках такий потік можна вважати нестисливим. Стисливість газу в 
потоці оцінюють числом Маха 

 
М= / звw w ,                                             (2.11) 

 
де w – швидкість газу в потоці, м/с; / /звw dp dρ κ ρ= =  – швидкість звуку 
в газі, м/с (ця залежність справедлива для рідини і твердих тіл). 

На конвективний теплообмін значний вплив має теплове розширення 
рідин, яке характеризується коефіцієнтом теплового об’ємного розширен-
ня [1] 

 
1

p const

dV
t Vdt
ρβ

ρ
=

 ∂
= − = ∂ 

,                                      (2.12) 

 
де dt – зміна температури, К. В міжнародній системі одиниць коефіцієнт 
теплового об’ємного розширення має розмірність К-1. Знак мінус в формулі 
(2.9) показує, що під час стискання густина рідини збільшується, а мінус в 
формулі (2.12) вказує на те, що під час теплового розширення густина рі-
дини зменшується. Для деяких рідин в певному температурному інтервалі 
коефіцієнт теплового об’ємного розширення має від’ємне значення, тобто 
їх густина з підвищенням температури зростає, наприклад, для води в діа-
пазоні температур [0 oC…4 oC] [1], оскільки молекули води є диполями 
еліпсоїдальної форми, які можуть об’єднуватись в асоціативні складні 
конструкції. 

Для ідеальних газів та близьких до них (водень, гелій) коефіцієнт теп-
лового об’ємного розширення є величина, обернена абсолютній темпера-
турі газу, Т(К): 

β = 1/Т.                                                  (2.13) 
 
Внаслідок теплового розширення в нерівномірно нагрітій рідині вини-

кає неоднорідне поле густини, яке в гравітаційному полі спричиняє вільну 
конвекцію. 

Режим течії рідини (газу) залежно від її швидкості, фізичних парамет-
рів (в’язкості та ін.), геометричних характеристик і стану поверхні каналів, 
труб тощо, в яких рухається потік, може бути ламінарним (laminar), пере-
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хідним та турбулентним (turbulent). Ламінарним називають режим спо-
кійної течії рідини, коли її окремі шари рухаються з різними швидкостями 
але між собою не перемішуються і в рідині відсутній вихороподібний рух 
її частинок. 

Режим руху рідини, під час якого виникають в потоці вихори, відбува-
ється інтенсивне перемішування шарів рідини внаслідок якого частинки 
рідини хаотично переміщуються, а напрям і величина швидкостей окремих 
частинок безперестану змінюються, називається турбулентним. Проміж-
ним називають режим течії рідини, який одночасно містить ознаки ламіна-
рного та турбулентного режимів. Режим руху рідини визначають через 
безрозмірний параметр (комплекс), який називають числом (критерієм) 
Рейнольдса [1, 9,10] 

 
Re = wl/ν,                                           (2.14) 

 
де w – швидкість потоку, м/с; l – характерний розмір каналу (радіус або ді-
аметр труби тощо), в якому рухається потік, чи тіла, який цей потік оми-
ває, м; ν – кінематична в’язкість рідини. 

Сили інерції, що діють в прискореному потоці рідини, визначають 
швидкість її руху, а в’язкість характеризує режим і величину сил внутріш-
нього тертя в рідині (див. (2.5). Тобто, число Рейнольдса є безрозмірним 
комплексом, який характеризує співвідношення між силами інерції та си-
лами в’язкості, що діють в рухомій рідині.  

Вид режиму руху рідини – ламінарний чи турбулентний, визначається 
числовим значенням числа Рейнольдса, яке суттєво залежить від конфігу-
рації і стану гідроканалів, якими рухається потік. Наприклад, ламінарний 
режим руху рідини в прямих трубах з малою шорсткістю поверхні залиша-
ється, навіть якщо Re ≤ 2000, а розвинута турбулентна течія виникає за  
Re ≥ 10000 (діапазон 2000 < Re < 10000) характеризує перехідний режим 
руху рідини). Якісно інший процес має місце під час руху рідини через гі-
дроканали гідроапаратури (гідророзподільники, гідроклапани тощо), в 
яких турбулентний режим рідини виникає за значень числа Рейнольдса по-
рядку сотень і навіть десятків [9, 10]. 

Врахування режиму течії рідини вносить суттєві поправки в гідравлічні 
розрахунки, наприклад, об’єму рідини V,  що протікає через поперечний 
переріз А труби діаметром d і довжиною l за час τ : 

а) без врахування режиму [4, 10] 
 

20,25V wA wdτ π τ= = ;                                (2.15) 
 

б) із врахуванням, наприклад, ламінарного режиму (формула  
Пуазейля [4]) 
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( )4 / 128V pd lπ τ µ= ∆ ,                                    (2.16) 
 

де 20,25A dπ= ; 1 2p p p∆ = −  – перепад (overfall) тиску на кінцях труби. Під 
час гідравлічних розрахунків частіше розраховують не об’єм, а витрату 

/гQ V τ= , м3/с. Формула (2.15) має узагальнений характер. Порівнюючи 
(2.15) та (2.16), легко визначити швидкість ламінарного руху рідини 

 
( )2 / 32w pd lµ= ∆ .                                    (2.17) 

 
Витрата рідини, що рухається в турбулентному режимі через якийсь 

переріз, нелінійно залежить від перепаду тиску, оскільки такий режим руху 
спричиняє пульсації швидкості та температури потоку рідини (рису-
нок 2.1, а), б) [1]. 

 
Миттєві значення швидкості та температури потоку рідини можна які-

сно визначити так [1]: 
 

w w w′= + ;                                            (2.18) 
 

t t t′= + ,                                             (2.19) 
де w , t  – середні за часом значення швидкості та температури потоку рі-
дини, w′ , t′  – пульсаційні швидкість та температура потоку. 

В загальному випадку пульсації швидкості та температури в рідині пе-
вним чином змінюють її фізичні властивості, що виражається в появі тур-
булентного перенесення кількості руху та теплоти. Наприклад, для потоку, 
що рухається в напрямку осі Ох, виникає турбулентне перенесення теплоти 
і кількості руху в напрямку осі Оу [1]: 

w    ′    
w    

τ    

w    t    ′    t    

τ    

t    

а)      б) 
Рисунок 2.1 – Пульсації: а − швидкості; б − температури в нерухомій точці 

турбулентного потоку рідини 
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т т /q t yλ= − ∂ ∂ ;                                            (2.20) 

 

                                      т т /s w yτ µ= ∂ ∂ ,                                             (2.21) 
 

де тq  – пульсаційна (турбулентна) густина теплового потоку, Вт/м2; sтτ  – 
пульсаційне (турбулентне) напруження зсуву в рідині, яке визначає кіль-
кість турбулентного перенесення руху в напрямку осі Оу; тλ , тµ  – відпо-
відно коефіцієнти турбулентного перенесення теплоти та кількості руху. 
Окрім величин тλ  й тµ  можна також визначити кінематичні коефіцієнти 
турбулентного перенесення теплоти і кількості руху: 

 

             ( )т т / pa cλ ρ= ;                                               (2.22) 
 

                                             т т /ν µ ρ= .                                            (2.23) 
 

тλ , тµ , тa , тν  – не є фізичними параметрами рідини (газу). Ці величини за-
лежать від параметрів гідродинамічних й теплових процесів в рідині (газі) 
та можуть суттєво змінюватися як в часі, так і в розглядуваному просторі. 
Розмірності цих коефіцієнтів відповідають розмірностям аналогічних кое-
фіцієнтів, що характеризують молекулярне перенесення теплоти і кількості 
руху в рідині. 

Турбулентний режим течії рідини іноді також характеризують кінетич-
ною енергією турбулентного потоку Ек та ступенем турбулентності Tu [1], 
віднесеними до одиниці маси потоку: 

( ) ( ) ( )22 20,5k x y zE w w w ′ ′ ′= + +  
;                            (2.24) 

 

( ) ( ) ( )22 21 1 12 / 3
3u k x y z

o o

T E w w w
w w

 ′ ′ ′= = + +   ,              (2.25) 

 
де , ,x y zw w w′ ′ ′  – пульсаційні складові швидкості в якій-небудь точці макси-

мально малої області турбулентного потоку рідини, ow  – характерна швид-
кість потоку, наприклад, далеко від поверхні тіла, що омивається рідиною. 

Для поглибленого вивчення теорії турбулентного перенесення енергії 
та речовини можна звернутись до робіт [1, 11, 12, 13]. 
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2.3 Диференціальні рівняння конвективного теплообміну 
 
Для однозначного визначення локальної густини теплового потоку в 

будь-якій точці об’єму рідини та кожного моменту часу, як це випливає із 
рівняння (2.4), необхідно мати поля температур, ентальпії та швидкості. 
Для знаходження цих полів необхідні відповідні диференціальні рівняння: 
енергії, руху та суцільності (integrity) (нерозривності (continuity) потоку, а 
також відповідні умови однозначності. 

 
2.3.1 Рівняння енергії 
 

Під час виведення рівняння енергії, 
яке описує температурне поле в рухомій 
рідині, зробимо такі припущення: рідина 
однорідна та ізотропна; порівняно зі змі-
ною внутрішньої енергії енергія дефор-
мації рідини мала; інтенсивність внутрі-
шніх джерел теплоти, що діють у виділе-
ному в потоці рідини нерухомому елеме-
нтарному паралелепіпеді об’ємом 
dV = dx⋅dy⋅dz, задана функцією  
qv = f(x, y, z, τ ); фізичні параметри рідини 
сталі (ρ = const; λ = const; ε = const;  
β = const; µ = const). 

Теплота через грані елементарного 
паралелепіпеда (рис. 2.2) переноситься теплопровідністю та конвекцією.  

Під час виведення рівняння теплопровідності (див. підрозділ 1.6), розг-
лядаючи ізобарний процес перенесення теплоти, було отримано залеж- 
ність (1.31): 

 

                                        V
р q qρ
τ

∂
= −∇ +

∂
. 

Враховуючи рівняння (2.4) та те, що yX Zqq qq
x y z

∂∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
 , знайдемо 

проекції густини теплового потоку на координатні осі Ox, Oy i Oz: 
 

; ; .X X y y Z Z
t t tq w h q w h q w h
x y z

λ ρ λ ρ λ ρ∂ ∂ ∂
= − + = − + = − +

∂ ∂ ∂
    (2.26) 

 
Підставляючи (2.26) в рівняння (1.31), отримаємо після нескладних пе-

Рисунок 2.2 – До виведення 
диференціального рівняння енергії 

конвективного теплообміну 
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ретворень: 
2 2 2

2 2 2

2

.

X y Z

yX Z
V

X y Z V

h t t t h h hw w w
x y z x y z

ww wh q t
x y z

h h hw w w h w q
x y z

ρ λ ρ
τ

ρ λ

ρ ρ

   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
= + + − + + −   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂  

∂ ∂ ∂
− + + + = ∇ − ∂ ∂ ∂ 

 ∂ ∂ ∂
+ + − ∇ + ∂ ∂ ∂ 



 (2.27) 

 
В подальшому під час виведення рівняння суцільності потоку буде по-

казано, що для ρ = const ∇w = 0, тоді, враховуючи, що ∂h = сp∂t (див. під-
розділ 1.6), матимемо для ср = const: 

 
2

Р P X y Z
t t t tc t c w w w

x y z
ρ λ ρ

τ
 ∂ ∂ ∂ ∂

= ∇ − + + ∂ ∂ ∂ ∂ 
+qv,       (2.28) 

 
Розділимо праву та ліву частини рівняння (2.28) на ρср та перенесемо 

середній член правої частини рівняння в його ліву частину: 
 

          2

( )
V

P

t dx t dy t dz t qt
d x d y d z cτ τ τ τ ρ

∂ ∂ ∂ ∂
+ ⋅ + ⋅ + ⋅ = ∇ +

∂ ∂ ∂ ∂
                (2.29) 

або 

             
2

( )
V

P

qdt a t
d cτ ρ

= ∇ + ,                                   (2.30) 

 

де dt t dx t dy t dz t
d d x d y d zτ τ τ τ τ

∂ ∂ ∂ ∂
= + ⋅ + ⋅ + ⋅

∂ ∂ ∂ ∂
 – повна похідна температури за ча-

сом, якщо t = f (x, y, z, τ); ( )/ pa cλ ρ=  – коефіцієнт температуропровідності 
рідини; wx=dx/dτ, wy=dy/dτ, wz=dz/dτ – проекції на координатні осі швид-
кості потоку рідини w.  

Рівняння (2.30) називається рівнянням енергії конвективного теплооб-
міну. Похідна /t τ∂ ∂  характеризує локальну зміну температури в часі (ло-
кальну швидкість зміни температури) у якій-небудь точці потоку рідини. 
Член рівняння x y z

t t tw w w
x y z

∂ ∂ ∂
+ +

∂ ∂ ∂
 визначає зміну температури рідини під 

час переходу від точки до точки, тобто характеризує конвекційну зміну 
температури. 
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При швидкості wx = w = wz = 0, рівняння (2.30) переходить в рівняння 
теплопровідності. Для стаціонарного режиму конвективного теплообміну, 
коли w = const ( / 0w τ∂ ∂ = ) та 0/t =τ∂∂ , рівняння (2.30) набуде вигляду: 

2 / ( )x y z v P
t t tw w w a t q с
x y z

ρ∂ ∂ ∂
+ + = ∇ +

∂ ∂ ∂ .                   (2.31) 

 
З рівнянь (2.30) та (2.31) випливає, що температурне поле в рухомій рі-

дині залежить від складових швидкості wx, wy та wz , тому для визначення 
цього поля необхідно мати диференціальні рівняння руху рідини, які опи-
сують зміну швидкості потоку в часі і просторі. 

 
2.3.2 Рівняння руху 
 

З метою спрощення математи-
чних викладок наведемо виведен-
ня рівняння руху для одновимір-
ної течії рідини, а для тривимірно-
го руху рідини запишемо рівняння 
без виведення. 

Виділимо в потоці в'язкої рі-
дини нерухомий елементарний 
об’єм dV = dx⋅dy⋅dz. Нехай потік 
рухається в напрямку осі Ох, а 
швидкість потоку змінюється в 
напрямку осі Оу за довільним за-
коном. Зорієнтуємо елементарний 
паралелепіпед відносно координа-

тних осей так, як показано на рисунку 2.3, де вісь Oz перпендикулярна до 
площини аркуша. На елементарний об’єм dV діють масові (сила інерції і 
сила тяжіння) та поверхневі (сили тиску і в’язкого тертя) сили. Рівняння 
рівноваги елементу рідини під дією цих сил має вигляд: 

 
dF = dF1+dF2+dF3,                                      (2.32) 

 
де dF – елементарна сила інерції; dF1 – елементарна сила тяжіння, прикла-
дена в центрі ваги об’єму dV; dF2 – елементарна сила тиску; dF3 – елемен-
тарна сила в’язкого тертя. 

Силу інерції знайдемо за другим законом Ньютона: 
 

x x
v

dw dwdF dm dV
d d

ρ
τ τ

= ⋅ = ,                          (2.33) 

Рисунок 2.3 – До виведення рівняння руху 
рідини під час конвективного теплообміну 

у    d    y    

x    

d    x    

p    

p    g    τ    s    

x    

y    0    ,    z    

W    x    
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де dmv = ρdV – маса елементарного паралелепіпеда; /xdw dτ  – прискорення 
елементарного об’єму. 

Сила тяжіння: 
dF1 = dmvgx = ρdVgx,                                       (2.34) 

 
де gx  – проекція на вісь Ох прискорення вільного падіння. 

Силу тиску рідини на об’єм dV знайдемо за такими міркуваннями. На 
верхню грань елементарного паралелепіпеда діє тиск р і відповідно сила 
dF2′ = pdydz, а на нижню – 2

dp dpp dx i dF p dx dydz
dx dx

 ′′+ = − + 
 

 (тиск на 

нижню грань знайдено внаслідок розкладення функції p(х) в ряд Тейлора з 
точністю до другого члена розкладення). Рівнодійна сил тиску 

 

2 2 2
dp dp dpdF dF dF p p dx dydz dxdydz dV
dx dx dx

 ′ ′′= + = − − = − = − 
 

,   (2.35) 

 
де dydz – площа грані паралелепіпеда. 

Рівнодійну сил в’язкого тертя dF3 знаходимо таким чином. Оскільки 
швидкість потоку змінюється тільки в напрямку осі Оу, то сила тертя ви-
никає на бокових гранях об’єму dV. Біля лівої грані (див. рисунок 2.3) 
швидкість руху частинок рідини менша, ніж в самому об'ємі, тому в пере-
різі з координатою у сила направлена проти потоку і дорівнює τsdx⋅dz (τs – 
напруга зсуву в рідині). Біля правої грані швидкість руху частинок більша, 
ніж в самому елементі рідини, тому в перерізі y+dy сила тертя буде напра-
влена в сторону руху рідини (об’єм dV ніби рухається проти потоку) і, з 
точністю розкладення τs (y) в ряд Тейлора до двох членів, буде дорівнюва-

ти S
S

d dy dxdz
dy
ττ

 
+ 

 
. Рівнодійну dF3 цих сил знаходимо як алгебраїчну суму: 

 

3
S S S

S S
d d ddF dy dxdz dydxdz dy
dy dy dy
τ τ ττ τ

 
= + − = = 

 
,            (2.36) 

 
де dxdz – площа грані паралелепіпеда. 

Для крапельних рідин, згідно з законом Ньютона x
S

dw
dy

τ µ=  (µ – дина-

мічна в’язкість рідини), вираз (2.36) набуде вигляду 
 

2

3 2
xd wdF dV

dy
µ= ,                                        (2.37) 
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Підставляючи (2.33), (2.34), (2.35) та (2.37) в (2.32) та скорочуючи пра-
ву і ліву частини отриманого виразу на dV, знайдемо рівняння руху одно-
вимірного потоку: 

2

2
x x

x
dw dp d wg
d dx dy

ρ ρ µ
τ

= − + .                            (2.38) 

 
У випадку тривимірного руху рідини із постійними фізичними параме-

трами поле швидкості описується системою диференціальних рівнянь ру-
ху, які називають рівняннями Нав’є – Стокса [1]: 

 
2

2

2

;

;

,

x
x x

y
y y

z
z z

dw pg w
d x
dw pg w
d y
dw pg w
d x

ρ ρ µ
τ

ρ ρ µ
τ

ρ ρ µ
τ

∂ = − + ∇ ∂
∂ = − + ∇ ∂

 ∂
= − + ∇ ∂

                    (2.39) 

де 

         

2 2 22 2 2
2 2

2 2 2 2 2 2

2 2 2
2

2 2 2

; ;

.

y y yx x x
x y

z z z
z

w w ww w ww w
x y z x y z

w w ww
x y z

∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂
∇ = + + ∇ = + +

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂

 

Використовуючи векторну форму запису, систему рівнянь (2.39) можна 
подати рівнянням 

 

                                  2 ,dw g p w
d

ρ ρ µ
τ

= − ∇ + ∇


                                   (2.40) 

 
p p pде p
x y z

∂ ∂ ∂
∇ = + +

∂ ∂ ∂
. 

На основі поняття повної похідної прискорення 
 

                            x x x x x
x y Z

dw w w w ww w w
d x x xτ τ

∂ ∂ ∂ ∂
= + + +

∂ ∂ ∂ ∂
.                        (2.41) 

Аналогічні вирази можна записати і для прискорень 

та . Похідні , та ,y yZ x Zdw wdw w w
d dτ τ τ τ τ

∂∂ ∂
∂ ∂ ∂

 характеризують локальні прис-
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корення в якій-небудь точці об’єму рідини, а градієнти , ,x x xw w w
x y z

∂ ∂ ∂
∂ ∂ ∂

 та 

для проекцій wy, wz, характеризують зміну швидкості потоку під час пере-
ходу від точки до точки в об’ємі рідини. 

Рівняння (2.40) отримано для сталих фізичних характеристик рідини. 
Припустимо, що за β = const змінюється тільки густина ρ= ρо[1 − β (t –to)], 
де to – початкова фіксована температура рідини (точка відліку). Підстав-
ляючи значення густини в рівняння руху (2.40), що враховує масові сили, 
отримаємо: 

 

 

[ ] 2 2
0 0 0 0 0

2
0 0 1

1 ( ) ( )

( ) ,

dw t t g p w g g t t p w
d

g t t p w

ρ ρ β µ ρ ρ β µ
τ
ρ β µ

= − − − ∇ + ∇ = − − − ∇ + ∇ =

= − − − ∇ + ∇



    

 

   (2.42) 

 
де 0gρ   – градієнт гідростатичного тиску ро  в нерухомій рідині з густиною 
ρо [1]; 0 0( )g t tρ β −

  – питома підіймальна (архімедова) сила в рідині; 

1 0 ;p p gρ∇ = ∇ −
 р1 = р – ро – перепад тиску в рідині. 

Опускаючи біля ρ індекс 0 та 1 біля р, після ділення правої та лівої час-
тин рівняння (2.42) на ρ, матимемо рівняння руху тривимірного потоку в 
формі: 

 
2

0
1( ) ,dw g t t p w

d
β ν

τ ρ
= − − − ∇ + ∇



 

 (2.43) 

 
де /ν µ ρ=  – кінематична в’язкість рідини. Щоб замкнути систему рівнянь 
руху до цих рівнянь потрібно додати рівняння суцільності (нерозривності) 
потоку. 

 
2.3.3 Рівняння суцільності 

 
Виділимо (рисунок 2.4) в потоці рі-

дини нерухомий елементарний об’єм dV 
= dx⋅dy⋅dz та розрахуємо масу рідини, 
що протікає через нього в напрямку 
осей Ох, Оу та Оz за час dτ. В напрямку 
осі Ох в елементарний паралелепіпед 
входить маса рідини  

 
 dMx = ρ wx dy dz dτ,    (2.44) 

 
де ρ wx – кількість маси рідини, яка пе-

Рисунок 2.4 – До виведення 
рівняння суцільності 
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ретікає за одиницю часу через одинцю поперечного перерізу.  
З протилежної грані витікає маса 

( ) ,x
x dx x dx x

w
dМ w dydzd w dx dydxd

x
ρ

ρ τ ρ τ+ +

 ∂
= ⋅ = + ∂ 

    (2.45) 

 
де функція x dxwρ +  розкладена в ряд Тейлора з точністю до двох членів роз-
кладення. 

Надлишок dMx1 рідини, що витікає з об’єму dV в напрямку осі Ох, 
знайдемо за залежністю 

 

                             
1

( )x
x x dx x

wdM dM dM dV d
x

ρ τ+
∂

= − = ⋅
∂

.                 (2.46) 

 

Аналогічно розраховуються: 

                             
1

( )y
y y dy y

w
dM dM dM dV d

x
ρ

τ+

∂
= − = ⋅

∂
;                  (2.47) 

 

                             
1

( )z
z z dz z

wdM dM dM dV d
x

ρ τ+
∂

= − = ⋅
∂

.                   (2.48) 

 
Підсумовуючи (2.46), (2.47) та (2.48), отримаємо надлишок dM маси рі-

дини, що витікає з елементарного паралелепіпеда в напрямку всіх трьох 
осей координат. Цей надлишок обумовлюється зміною густини рідини в 

об’ємі dV і дорівнює зміні маси цього об’єму в часі,тобто dM dVdρ τ
τ

∂
= −

∂
 

та 
1 1 1x y zdM dM dM dM= + +                             (2.49) 

 

або після перетворень (скорочено на добуток dVdτ) 
 

1 1 1

( )( ) ( ) 0yx z
x y z

ww wdM dM dM dM
x y z

ρρ ρ ρ
τ

∂∂ ∂ ∂
− + + + = + + + =

∂ ∂ ∂ ∂
. (2.50) 

 
Рівняння (2.50) є рівнянням суцільності (збереження маси) потоку сти-

сливої рідини. Для нестисливої рідини (ρ = const), отримаємо: 

0yx zww w divw w
x y z

∂∂ ∂
+ + = = ∇ =

∂ ∂ ∂

 

.                    (2.51) 

 
Таким чином процес конвективного теплообміну в нестисливій однорі-

дній рідині із сталими фізичними параметрами описується системою дифе-
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ренціальних рівнянь: 
 

( )

2

2
0

;

;

1 ;

0.

v

p

q t wh
dt qa t
d c

d w g t t p w
d

w

λ ρ

τ ρ

β ν
τ ρ

 = − ∇ +

 = +∇

 = − − − ∇ + ∇

∇ =

 



 



          (2.52) 

 
Система рівнянь (2.52) має нескінченну кiлькiсть розв’язків. Для виді-

лення конкретного процесу i однозначного його визначення до системи 
диференціальних рівнянь (2.52) потрібно додати умови однозначності, які 
дають математичний опис конкретних особливостей розглядуваного яви-
ща. Умови однозначності складаються з тих пунктів, що й для процесу те-
плообміну теплопровiднiстю (див. п.1.6.2) i мають такий самий зміст. Ра-
зом із умовами однозначності система диференціальних рівнянь конвекти-
вного теплообміну є математичним формулюванням краєвої задачі для 
цього виду теплообміну. 

Аналітичне розв’язання системи рівнянь (2.52) пов’язано з дуже вели-
кими математичними труднощами. Спрощення математичного формулю-
вання задачі конвективного теплообміну без суттєвих похибок може бути 
досягнуто шляхом введення понять гiдродинамiчного та теплового приме-
жових шарів. Внаслідок складності процесів конвективної теплопередачі 
під час її вивчення широко використовуються числові методи розрахунку 
та експериментальні дослідження. В результаті експериментів отримують 
синтезовані відомості про процес, в яких вплив окремих факторів не зав-
жди можна виділити. Ці труднощі допомагає переборювати теорія подіб-
ності, яка є теоретичною базою експериментальних досліджень. 

 
2.4 Гiдродинамiчний та тепловий примежові шари 
 
Під час теплових розрахунків механізмів та машин, теплообмінних 

апаратів тощо особливо важливим є теплообмін мiж рідиною та твердим 
тілом (стінки корпусних деталей механізмів). Течія рідини та перенесення 
теплоти в пристінному шарі має певні особливості. Частинки рідини, що 
безпосередньо прилягають до твердого тіла, адсорбуються ним (прилипа-
ють до поверхні тіла) i їх швидкість починає дорівнювати швидкості тіла, а 
якщо тіло нерухоме, то нулю. Шар рідини, що «прилипла» до поверхні тiла 
можна вважати нескінченно тонким, тому теплопередача через цей шар 
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проходить за законом Фур’є 
0

c
n

tq
n

λ
=

∂ = −  ∂ 
, де qс – густина теплового по-

току на поверхні тiла; λ  – коефiцiєнт теплопровiдностi рідини; n – нор-
маль до поверхні тiла. Знаючи qс та градієнт температури в примежовому 
шарі, легко розрахувати коефіцієнт тепловiддачi α , скориставшись зако-
ном Ньютона – Рiхмана: 

                                         
0

,
nc p

t
t t n

λα
=

∂ = −  − ∂ 
                                     (2.53) 

 
де tс, і tр – відповідно температури поверхня тіла та рідини в примежовому 
(frontier) шарі. 

Розглянемо поняття гiдродинамiчного та теплового примежових шарів. 
 
2.4.1 Гiдродинамiчний примежовий шар 
 
Нехай безмежний потік рідини (рисунок 2.5) обтікає плоску поверхню 

тiла. Швидкість wо та температура tо набiгаючого потоку постiйнi  
(w = const; to = const). Під час стикання частинок рідини з поверхнею тiла 
вони «прилипають» до неї. Внаслідок дії сил в’язкості поблизу поверхні 
тiла утворюється шар загальмованої рідини, в межах якого швидкість змі-

нюється від нуля на поверхні тiла 
до швидкості незбудженого пото-
ку (далеко від тiла). Цей шар за-
гальмованої рідини отримав назву 
гiдродинамiчного примежового 
шару, а його теорія була запропо-
нована в 1904р. Л. Прандтлем [1]. 

Чим більша відстань x (див. 
рисунок 2.5) від переднього краю 
тiла (пластинки, наприклад), тим 
більшу товщину має примежовий 
шар, оскільки вплив в’язкості з 
рухом рідини вздовж тiла все бі-
льше проникає в незбуджений по-
тік. Для течії рідини всередині 
примежового шару справедлива 

умова 0xw y∂ ∂ ≠ , а зовні цього шару та його зовнiшнiй межі 0xw y∂ ∂ =  i 

0xw w= . Різкої межі мiж примежовим шаром і потоком зовні шару немає, 
тому поняття «товщина примежового шару» та «зовнішня межа примежо-
вого шару» умовні. Під товщиною примежового шару δ розуміють таку ві-
дстань від тiла, на якій швидкість буде вiдрiзнятися від швидкості потоку 

Рисунок 2.5 – Змінення швидкості руху 
рідини в гідродинамічному примежовому 

шарі 
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далеко від тiла на малу, наперед задану, величину ε  << 1 (наприклад, на 
1%), тобто для y = δ 0(1 )xw wε= −  [1]. Таким чином під час обтікання 
тiла потiк рiдини умовно поділяється на примежовий шар та зовнiшнiй 
потiк. Вважається, що в зовнішньому потоці переважно діють сили інерції, 
а в’язкiснi сили (сили тертя) не проявляються, i навпаки, в примежовому 
шарі сили в’язкості та інерції спiвмiрнi. Розділення потоку рiдини поблизу 
тiла сильно залежить від критерiя (числа) Рейнольдса 0Re /w l ν= , де за 
характерний розмір тіла l для розглядуваного випадку вибрано масштаб 
поздовжньої координати x. Якщо Re << 1, то δ/L >> 1 (δ >> L) [1]. В цьому 
випадку практично немає поділу потоку на дві області і сили в’язкості ді-
ють в усьому просторі біля тiла. У випадку Re >> 1 (δ << L) [1] біля по-
верхнi тiла утворюється тонкий шар загальмованої рiдини. Поняття при-
межового гiдродинамiчного шару значно спрощує математичне формулю-
вання крайової задачі конвективного теплообміну та пов’язані з цим мож-
ливості її розв’язання. 

 
2.4.2 Тепловий примежовий шар 
 
Тепловий примежовий шар – шар рiдини біля поверхнi (стінки), в ме-

жах якої температура змінюється від температури tc поверхні тіла до тем-
ператури t0 рідини далеко від тіла (рисунок 2.6). Поняття теплового при-
межового шару за аналогією з гідродинамічним примежовим шаром було 

введено Г. М. Кружиліним [1]. Для області 
всередині теплового примежового шару 
справедлива умова 0t y∂ ∂ ≠ , а на його 
зовнiшнiй межі та далеко від тiла 0t y∂ ∂ =  і 

0(1 )t tε= − , де ε  << 1, оскільки температура 
t має асимптотично прямувати до значення 
t0 [1]. Наближено можна вважати, що t = t0. 
Таким чином, всі зміни температури зосе-
реджуються у відносно тонкому шарі 
рiдини, що безпосередньо прилягає до по-
верхнi тiла. Товщини гiдродинамiчного δ та 
теплового k примежових шарів в загально-
му випадку не збігаються, оскільки ці ве-

личини залежать від роду рідини та деяких параметрів процесів руху ріди-
ни та теплообміну. 

Поняття теплового примежового шару (як і гідродинамічного) значно 
спрощує постановку задачі конвективного теплообміну, наприклад, врахо-
вуючи товщину шару k, можна знехтувати теплопровiднiстю рідини 
вздовж примежового шару порівняно з поперечним перенесенням теплоти, 

tc 

Рисунок 2.6 – Зміна температури 
рідини в тепловому примежовому 

шарі 
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). В цьому випадку рівняння 

енергії набуде вигляду 
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Аналогічно для δ << L 
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також через малу товщину примежового шару зміною тиску поперек цього 
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y
 ∂

= ∂ 
. Відповідно до цих зауважень рівняння 

руху рідини в примежовому гідродинамічному шарі матиме вигляд 
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yx x
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ww ww w
x y y

ν
∂∂ ∂

+ =
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.                             (2.55) 

 
В залежностях (2.54) та (2.55) взято, що плоске тіло (пластина) безкіне-

чне в напрямку осі Оz. 
Зв’язок між величинами δ та k для тепловіддачі під час ламінарного ру-

ху рідини в примежовому шарі буде наведено після розгляду елементів те-
орії подібності. 

 
2.5 Елементи теорії подібності та моделювання процесів конвекти-

вного теплообміну 
 
Як вже відмічалось в підрозділі 2.3, спроби розв’язання повної системи 

диференціальних рівнянь, що описують конвективний теплообмін, з відо-
мими умовами однозначності через велику кількість змінних величин на-
тикаються на практично непереборні математичні труднощі. В цьому ви-
падку великого значення набуває експериментальний шлях досліджень, 
який дозволяє знайти числові значення змінних, а потім підібрати рівнян-
ня, що описують результати дослідів. Однак під час вивчення такого скла-
дного явища як конвективний теплообмін важко проводити й експеримен-
тальні дослідження, оскільки під час визначення впливу на процес теплоо-
бміну якогось одного параметра інші необхідно зберігати незмінними, що 
утруднено, а то і неможливо через велику кількість змінних. Ці труднощі 
якоюсь мірою допомагає розв’язати теорія подібності, за допомогою якої 
розмірні фізичні величини об’єднуються в нові змінні – безрозмірні ком-
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плекси, які в теорії подібності названі числами (критеріями) подібності. 
Кількість цих критеріїв менша, ніж кількість величин, з яких вони складе-
ні. Ці комплекси відображають вплив на процес не окремих величин, а їх 
сукупності, що дозволяє легше визначити фізичні зв’язки в досліджувано-
му процесі. Теорія подібності установлює такі умови, за яких результати 
експериментальних досліджень на моделі можна поширити на інші проце-
си, подібні розглядуваному. Таким чином теорія подібності є теоретичною 
базою експериментальних та допоміжним засобом теоретичних дослі-
джень. 

Розвивалась теорія подібності переважно вітчизняними ученими 
А. А. Гухманом, Н. В. Кірпічовим, М. А. Мі-
хаєвим, Л. С. Ейгенсоном, П. К. Копаковим, 
Б. С. Пєтуховим та ін. [1, 2, 14]. 

Під час практичного використання ви-
сновків з теорії подібності математичний в 
розмірних фізичних величинах опис дослі-
джуваних процесів зводять до безрозмірного 
вигляду. Є декілька методів такого зведення, 
наприклад, метод масштабних перетворень. 
За масштаби перетворень, як правило, виби-
рають постійні величини, що входять до 
умов однозначності. Наприклад, під час опи-
су стаціонарного конвективного теплообміну 
в примежовому шарі плоского тіла, необме-
женого в напрямку осі Оz ( рисунок 2.7), ма-
тематична модель теплового процесу вира-
жається системою диференціальних рівнянь: 
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рівняння енергії;

( ) рівняння руху;
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ν β

 ∂ ∂ ∂
+ = − ∂ ∂ ∂

 ∂ ∂ ∂
+ = + − − ∂ ∂ ∂

 ∂∂
+ = −

∂ ∂

         (2.56) 

 
де gβ(t–t0) – член, що враховує підіймальну силу в рідині через зміну гус-
тини. 

Умови однозначності для цієї системи потрібно подати так: 
а) далеко від тіла (y = ∞)∆t = t–t0 = ∆t0 = 0; wx = w0; wy = 0; 
б) на поверхні тіла (y = 0, 0 ≤ x ≤ l0, –∞ ≤ z ≤ +∞); 
∆t = ∆tc = tc–t0 = const (оскільки t0 = const та tc = const); wx = wy = w z= 0. 

Рисунок 2.7 – До постановки 
крайової задачі конвективного 

теплообміну 
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Введемо безрозмірні величини: 
– температуру – θ = ∆t/∆tc = (t–t0)/(tc–t0) (t0 – температура далеко від ті-

ла, tc – температура на поверхні тіла); 
– координати – X = x/l0; Y = y/l0 (l0 – характерний розмір тіла, напри-

клад довжина поверхні теплообміну (див. рисунок 2.7); 
– швидкість – Wx = wx/w0; Wy = wy/w0 (w0 = const – швидкість потоку да-

леко від тіла). 
Підставивши в систему (2.56) безрозмірні змінні, після нескладних пе-

ретворень отримаємо в безрозмірних змінних систему рівнянь, що описує 
стаціонарний процес конвективного теплообміну в плоскому примежовому 
шарі:  
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2 2
0 0 0

2
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;

;
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X Y

θ θ θ

β θ
ν νω

 ∂ ∂ ∂ + =  ∂ ∂ ∂ 
 ∂ ∂ ∂ ∆ + = + ⋅  ∂ ∂ ∂ 
∂ ∂

+ =
∂ ∂

           (2.57) 

 
Умови однозначності для цієї системи: для Y = ∞ – θ = θ0 = 0, Wx = 1 і 

Wy = 0; на поверхні тіла (Y = 0, 0 ≤ X ≤ 1) θ = θc = 1, а Wx = Wy = 0. 
Аналізуючи систему (2.57), зазначимо, що до неї окрім безрозмірних 

величин θ, Х, Y. Wx, Wy, які складені із однорідних параметричних геомет-
ричних і кінематичних характеристик теплового процесу, входять безроз-
мірні комплекси, які містять коефіцієнти, що є фізичними параметрами ре-
човини, та кінематичні чи геометричні або параметричні характеристики 
процесу, що входять до умов однозначності (крайові умови). 

Ці комплекси, а також і ті, що розглянуті нами раніше (Fo, Pe, Bi, Re), 
як вже відмічалось, названі числами (критеріями) подібності. Їм присвоєні 
імена видатних вчених, що зробили значний внесок в розвиток гідродина-
міки та теплопередачі. 

В рівнянні енергії системи (2.57) входить комплекс Пекле, 
/o oPe w l a= . Під час вивчення явища теплопровідності в твердих тілах бу-

ло установлено, що число Пекле (див. (1.54) характеризує швидкість руху 
джерела (стоку) теплоти. З метою визначення фізичного змісту цього числа 
у конвективному процесі теплообміну, перетворимо критерій Пекле таким 
чином: 

( )/ / / /o o p o o конв теплPe w l a c w t t l q qρ λ= = ∆ ∆ = ,            (2.58) 
 

де конв p oq c w tρ= ∆  – густина частини теплового потоку, що переноситься 
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конвекцією (рухом рідини або газу); /тепл oq t lλ= ∆  – густина частини тепло-
вого потоку, який переноситься теплопровідністю рідини.  

Критерії Рейнольдса Re /o ow l ν= , який є множником лівої частини рів-
няння руху системи (2.57), детально розглянуто в підрозділі 2.2 (див. 
(2.14). 

Перетворимо безрозмірний комплекс, що входить в праву частину рів-
няння руху системи (2.57) до вигляду 

 

( )
2 3
0 0

2
0 0 0

/ Rec cg t l g t l Gr
w w l

β β νθ θ θ
ν ν

∆ ∆
= = ;                  (2.59) 

 

де                                 
3

0 0
2

g t lGr β
ν
∆

=  – критерій Грасгофа,                (2.60) 

який характеризує підіймальну силу, що виникає в рідині внаслідок різниці 
густини. Якщо для β = const взяти до уваги, що β∆t0 = (ρ0 – ρ)/ρ0, то можна 
написати більш загальну модифікацію критерiя Грасгофа, яка називається 
числом Архімеда: 

3 3
0 0 0
2 2

0 0

gl glAr ρ ρ ρ
ν ρ ν ρ

− ∆
= ⋅ = ⋅ .                                  (2.61) 

 
де ∆ρ/ρ0 – параметричний критерій, що характеризує неоднорідне поле гу-
стини в рідині. 

У випадку врахування в рівнянні руху системи (2.57) зміни тиску в рі-

дині 1 p
xρ

 ∂
 ∂ 

, в безрозмірній формі цього рівняння з’явиться критерій Ей-

лера 

2
0

pEu
wρ

= .                                                 (2.62) 

 
Це число характеризує співвідношення сил тиску та сил інерції. В рів-

няння конвективного теплообміну змінна Eu входить під знаком похідної, 
тому для нестисливої рідини з постійними фізичними параметрами важли-
во не абсолютне значення тиску, а його зміна. В цьому випадку число Ей-
лера подають у вигляді 

Eu = (p – p0)/(ρ
2
0w ),                                      (2.63) 

 
де p0 – яке-небудь фіксоване значення тиску, наприклад, тиску на вході в 
трубу тощо. 

Якщо температурне поле на поверхні тіла визначено, то коефіцієнт те-
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пловіддачі цього тіла знаходиться за залежністю (2.53), тоді для нашого 
випадку, виражаючи із (2.53) градієнт температури для поверхні тіла 

( ) ( )0 0
/ / c

n y

tt t y α
λ= =

∆
∂ ∂ ≡ ∂ ∆ ∂ = −    та звівши його до безрозмірного вигля-

ду, отримаємо 

0

o
u

Y

l N
Y
θ α

λ=

∂ − = = ∂ 
,                               (2.64) 

 
де /u oN lα λ=  – число Нуссельта, яке є безрозмірним градієнтом 
температури на поверхні тіла, що визначає теплообмін на межі стінка – 
рідина. Число Нуссельта має зовнішню схожість із числом Біо (див. 
(1.128), фізичний зміст якого розкрито в підрозділі 1.7. 

Отримані внаслідок зведення рівнянь енергії та руху до безрозмірного 
вигляду числа подібності можна подати як співвідношення між двома або 
декількома безрозмірними змінними, які є новими комплексами (за іншою 
назвою − критеріями чи числами), що враховують взаємозв’язок між сило-
вими та енергетичними параметрами конвективного теплообміну. Розгля-
немо деякі з цих комплексів. 

Число Пекле можна записати як добуток двох безрозмірних комплек-
сів: 

Ре = Re⋅Pr,                                                       (2.65) 
де 

                                     Pr = ν/a = µcp/λ.                                               (2.66) 
 
Pr − число Прандтля складено з фізичних параметрів речовини, тому 

само є фізичним параметром. Ця безрозмірна фізична характеристика ре-
човини є мірою подібності полів температур та швидкостей, наприклад, 
для  а = ν (Pr = 1) поля температур (див. (2.42) та швидкостей (див. (2.43) 
будуть подібні, якщо для них установлено аналогічні умови однозначності. 

Для крапельних рідин числа Pr сильно залежать від температури [1]. 
Переважно ця залежність від температури ідентична залежності від темпе-
ратури динамічної в’язкості, оскільки коефіцієнти теплопровідності та пи-
томої теплоємності від температури залежать менше. Залежно від значення 
числа Прандтля рідини поділяють на три групи: рідкі метали –  
Pr << 1; теплоносії – Pr ≈ 1 (неметалеві крапельні рідини за великих тем-
ператур та тисків); неметалеві крапельні рідини у випадку помірних тем-
ператур – Pr > 1. 

Для газів число Pr від температури і тиску практично не залежить, а 
визначається атомністю газу [1]: одноатомні – Pr = 0,17; двоатомні –  
Pr = 0,72; триатомні – Pr = 0,8; чотириатомні і більше – Pr = 1. 

Критерій Нуссельта можна подати як добуток трьох чисел подібності: 
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 0 0 0 0 0

0 0

Re Pr p

p p

cw l w l lNu St
a c w c w

ν ρν α α α
ν ρ ν λ ρ λ

= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ,   (2.67) 

де 
                                                = α/(ρсpw0).                                            (2.68) 

 
St − число Стантона, яке установлює відношення між потоком теплоти 

від рідини до поверхні тіла та конвективним потоком теплоти, що перено-
ситься рухомою рідиною. 

Під час опису процесів вільної конвекції в безрозмірних змінних вико-
ристовуються ще й такі комплекси: 

а) число Фруда 
Fr = gl/w2,                                                   (2.69) 

 
що характеризує відношення між силами інерції та тяжіння; 

б) число Галлея 
Ga = gl3/ν2 = Re2⋅Fr,                                      (2.70) 

 
яке встановлює співвідношення між масовими силами та силами в’язкості; 

в) число Релея 
Ra = gl3β∆tc/(ν⋅a) = Gr⋅Pr,                            (2.71) 

 
яке комплексно враховує підіймальну силу в рідині, де проходить процес 
вільної конвекції, та подібність полів температур і швидкостей. 

Числа Re, Fr, Ga, Ar, Eu, Fr з’являються під час зведення до безрозмір-
ного вигляду рівняння руху рідини і їх називають критеріями гідродина-
мічної подібності, а числа Pe, Fo, Nu, Gr, St, Pr, Ra є наслідком зведення 
до безрозмірного вигляду рівняння енергії – це критерії теплової подіб-
ності. 

 
2.5.1 Умови подібності фізичних явищ 
 
Багато явищ різної фізичної природи описуються аналогічними за фор-

мою запису диференціальними рівняннями, наприклад, процеси теплопро-
відності та електропровідності, рівняння енергії (див. (2.42) та руху рідини 
(див. (2.55) для конвективного теплообміну. Якщо в диференціальні рів-
няння, що описують ці явища, ввести однакові позначення, то за своїм зов-
нішнім виглядом вони не будуть відрізнятись одне від одного. Ті явища 
природи, які характеризуються однаковими за формою запису диференціа-
льними рівняннями, але мають різний фізичний зміст, називають аналогі-
чними. Таких аналогій в природі багато (наприклад, закон всесвітнього 
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тяжіння Ньютона та закон Кулона), що свідчить про глибинну та єдину 
структуру матерії, яку ще належить науці встановити.  

Подібні явища природи відрізняються від аналогічних (неоднорідних) 
тим, що мають однакову фізичну природу. Найбільш загальні умови поді-
бності фізичних процесів сформульовані в 1931 році Кірпічовим М. В. і 
Гухманом А. А. (теорема Кірпічова – Гухмана) у вигляді трьох правил [1]. 

1. Подібні процеси мають бути якісно однаковими, тобто мати однако-
ву фізичну природу та описуватись однаковими за формою запису дифере-
нціальними рівняннями. 

2. Умови однозначності подібних процесів мають бути однаковими в 
усьому, окрім числових значень розмірних величин, що містяться в цих 
умовах. 

3. Однойменні визначальні безрозмірні змінні подібних процесів ма-
ють бути однаковими за числовими значеннями. 

Визначальні безрозмірні змінні – це числа повністю складені із неза-
лежних змінних і сталих величин, що входять в умови однозначності (X, Y, 
Re, Pr, Pe тощо). 

Для того, щоб процеси однакової фізичної природи були подібні дос-
татньо, щоб чисельно були однаковими однойменні визначальні змін-
ні, які складені з постійних величин, що задані в умовах однозначності. 
Локальні (точкові) значення змінних, які потрібно визначити, необхідно 
розглядати в точках, що характеризуються рівністю однойменних безроз-
мірних координат, а для нестаціонарних процесів має бути однаковим і 
безрозмірний час подібних процесів (критерій Фур’є). Таким чином два 
процеси А та Б будуть подібні, якщо ReA = ReБ, РеА = РеБ, PrА = PrБ, 
FоА = FоБ і т. д. 

За третім правилом теореми подібності виходить, що безрозмірні коор-
динати подібних процесів (наприклад, А та Б) в схожих точках рівні між 
собою, тобто XА = XБ; YА = YБ; ZА = ZБ. 

Для зведення координат процесів до безрозмірного вигляду за масштаб 
вибирається будь-який характерний розмір процесу, наприклад, розміри 
каналів hA i hБ для подібних процесів конвективного теплообміну. Врахо-
вуючи це зауваження, визначимо безрозмірні координати: XA =хА/hA;  
YA = yA/hA; ZA =z A/hA; XБ = хБ/hБ; YБ = yБ/hБ; ZБ = zБ/hБ. Застосовуючи третє 
правило подібності, знайдемо: 

A
A Б Б l

Б

hX X Х С
h

= ⋅ = , A
A Б Б l

Б

hY Y Y С
h

= ⋅ = , A
A Б Б l

Б

hZ Z Z С
h

= ⋅ = ,    (2.72) 

де Сl = hА/hБ = const – коефіцієнт пропорційності, який називається конс-
тантою (constant) подібності. 

Аналогічні константи можна визначити для швидкості потоків в схо-

жих точках процесів А та Б і інших параметрів процесів: 0

0

XA А
w

XБ Б

w wC
w w

= = ; 
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А

Б

Сν
ν
ν

= , де w0А, w0Б – швидкості потоків в процесах А та Б задано в умовах 

однозначності. Отже, константи подібності можна вважати масштабними 
коефіцієнтами, причому масштаби різнойменних величин можуть бути не-
однаковими. 

Вибір констант подібності не може бути довільним, наприклад, для по-
дібних процесів А та Б має виконуватись умова: ReА = ReБ, PrА = PrБ тощо, 

де 0 0Re A A
A

A

w l
ν

= ; 0 0Re Б Б
Б

Б

w l
ν

= ; Pr A A pAA
A

A A

c
a

ν ρν
λ

= = ; Pr Б Б pББ
Б

Б Б

c
a

ν ρν
λ

= = . 

Беручи до уваги, що w0А = Сww0Б; l0А = Сll0Б; ρА = СρρБ; νА = СννБ; cрА = 
СсρcрБ; λА = СλλБ, отримаємо: 

 
0 0Re Rel Б Б w l

A Б
Б

C C w l С С
C C
ω

ν νν
= ⋅ = ; Pr Pr Prc

A Б Б

С С CC
C C

ν ρν

ω λ

= = ;    (2.73) 

або 
Re 1
Re

A l

Б

С С
C
ω

ν

= = ; Pr 1
Pr

cA

Б a

C C CC
C C

ν ρ ρν

λ

= = = .                 (2.74) 

 
Основні положення теорії подібності справедливі не тільки для конвек-

тивного теплообміну, але і для інших процесів, оскільки безрозмірні змінні 
можна отримати для будь-якого фізичного явища за наявності відповідного 
математичного опису цього явища. 

Умови подібності можна використати для установлення аналогії двох 
фізично різнорідних процесів, якщо в першому правилі теореми подібності 
обмежитись лише формальною тотожністю диференціальних рівнянь. 

 
2.5.2 Емпіричні залежності конвективного теплообміну 
 
В підрозділі 2.6 відмічалось, що теорія подібності є базою для оброб-

лення результатів експериментальних досліджень. Для того, щоб скориста-
тись положеннями цієї теорії для експериментально досліджуваного про-
цесу складається система диференціальних рівнянь, що його описує, та 
формулюються умови однозначності. Потім математичний опис процесу 
зводиться до безрозмірного вигляду та встановлюється залежність між па-
раметрами процесу. Цю залежність подають у вигляді критеріального рів-
няння; наприклад, для визначення коефіцієнта тепловіддачі α це рівняння в 
загальному випадку може мати таку форму [2,]:  

 
Re Pr ,m n pNu c Gr=                                       (2.75) 
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де с, m, n, p – сталі безрозмірні експериментальні числа. 
Для природної конвекції, коли коефіцієнт тепловіддачі визначається за 

умови розміщення тіла в середовищі практично необмеженого об’єму, рів-
няння (2.75) спрощується: 

( )Pr ,n nNu c Gr c Ra= = ⋅                               (2.76) 
 

тут m = 0; n ≈ p. 
Логарифмуючи (2.76), отримаємо рівняння прямої лінії в логарифміч-

них координатах (рисунок 2.8) 
 

lg lg lg .Nu c n Ra= +                                    (2.77) 
 

Показник степеня n в (2.77) визначається як тангенс кута ϕ нахилу 
прямої до осі lgRa (абсцис): 

 
2 1

2 1

lg lg
lg lg

Nu Nun tg
Ra Ra

φ −
= = =

− ( )
2 1

2 1

lg( ) .
lg

Nu Nu
Ra Ra

   (2.78) 

 

Стала с знаходиться з рівняння n
Nuc
Ra

= , яке 

задовольняє будь-яка точка прямої, зображеної 
на рисунку 2.8. З іншого боку, 0lg lgc Nu=  для 
lg 0Ra = , де Nu0 – початкове значення числа 
Нуссельта, яке визначається за величини Ra=1 
( lg 0Ra = ). 

Критеріальне рівняння типу (2.76) широко 
застосовується під час розрахунку коефіцієнтів 

тепловіддачі плоских горизонтальних та вертикальних плит або поверхонь, 
близьких до них за розмірами і конфігурацією (корпуси великогабаритних 
редукторів, верстатів тощо) [1, 2] у випадку їх природного охолодження. 

Якщо конвекція проходить в повітряному середовищі, то оскільки для 
газів число Pr мало змінюється під час зміни температури (Pr ≈ 1), крите-
ріальне рівняння спрощується, наприклад, в ЕНІМВ [2, 15] отримано рів-
няння для розрахунку коефіцієнта тепловіддачі деталей верстатів 

 
0,30,2Nu K Gr= ⋅ ⋅ ,                                        (2.79) 

 
де К – коефіцієнт, що залежить від форми та розташування деталей верстатів. 

Нині широко почав використовуватись напівемпіричний метод знахо-
дження критеріальних формул, який полягає в такому: під час аналітично-
го розгляду задачі конвективного теплообміну залежність між безрозмір-

Рисунок 2.8 – Графічна 
інтерпретація рівняння 

(2.77) 
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ними змінними подають у вигляді функції, на основі якої створюють кри-
теріальне рівняння, сталі якого визначають дослідним шляхом. Такий під-
хід дозволяє більш точно врахувати особливості реального процесу. 

 
2.5.3 Інтегральні рівняння теплового потоку та імпульсів для  

теплового і гідродинамічного примежових шарів 
 
Якщо врахувати в рівнянні енергії (див. (2.54) для примежового тепло-

вого шару товщиною k (див. рисунок 2.6), що проекція густини теплового 
потоку qу поперек шару k визначається згідно з законом Фур’є залежністю 

/yq t yλ= − ∂ ∂ , та відповідно 2 2 2/ /yt y q yλ∂ ∂ = −∂ ∂ , то рівняння енергії 

(2.54) можна записати у вигляді (тут враховано, що ( )/ pa cλ ρ= ): 
 

y
p x y

qt tc w w
x y y

ρ
∂ ∂ ∂

+ = − ∂ ∂ ∂ 
.                                 (2.80) 

 
Беручи до уваги, що за означенням похідні, які входять в рівняння 

(2.80), за межами шару k дорівнюють нулю, то інтегруючи рівняння (2.80) 
в межах від у = 0 до у = ∞, отримаємо вираз для густини теплового потоку 
qс на поверхні тіла: 

 

( )0
0 0

y
c p p x

q
q c y c w t t y

y x
ρ ρ

∞ ∞∂ ∂ = − ∂ = − − ∂∫ ∫ ∂ ∂ 
,                  (2.81) 

 

де враховано, що: ( ) ( )/ 0y yy
q t yλ

=∞=∞
= − ∂ ∂ = ; 

0

y
x

y
ww y
x

∂
= − ∂∫

∂
, оскільки для  

у = 0 wу = 0 внаслідок непроникності стінки; tо – температура рідини дале-
ко від поверхні тіла (див. рисунок 2.6). 

Переходячи в (2.81) від межі інтегрування ∞ до межі k (оскільки згідно 
з властивостями примежового шару збільшення верхньої межі інтегруван-
ня не змінює інтеграл), знайдемо інтегрально-диференціальне рівняння [1]: 

 

( ) ( )0
0

/x c pw t t y q c
x

ρ
∞∂

− ∂ = −∫
∂

,                             (2.82) 

 
яке називається інтегральним рівнянням теплового потоку для приме-
жового теплового шару. 

За аналогічними викладеним міркуваннями із рівняння руху в приме-
жовому гідродинамічному шарі δ (див. рисунок 2.5 й (2.55) можна отрима-
ти інтегральне рівняння імпульсів для примежового гідродинамічного 
шару [1]: 
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( )0
0

sc
x xw w w y

x

δ τ
ρ

∂
− ∂ =∫

∂
,                            (2.83) 

де ( ) 0
/ ; .sc x y

w y constτ µ ρ
=

= ∂ ∂ =  
Інтеграли в лівих частинах рівнянь (2.82) та (2.83) мають фізичний 

зміст, відповідно зміни ентальпії та кількості руху в примежових шарах 
товщиною k і δ: 

 

0
0 0

k k

c x x pq w t y w t y c
x

ρ∂  − = ∂ − ∂∫ ∫ ∂  
;                        (2.84) 

 

2
0

0 0

k

sc x xw w y w y
x

δ
τ ρ∂  = ∂ − ∂∫ ∫ ∂  

 .                          (2.85) 

 
Використовуючи рівняння (2.82) та (2.83) можна розраховувати товщи-

ну гідродинамічного δ та теплового k примежових шарів для ламінарного 
режиму руху рідини за формулами [1]: 

 

0

4,64 4,64 / Rex
x x

w
νδ = = ;                              (2.86) 

 

3

4,64
Re Prx

xk = ,                                         (2.87) 

де 0Re /x w x ν=  – число Рейнольдса; Pr / aν=  – число Прандтля 
( ( )/ pa cλ ρ= ). 

Порівнюючи (2.86) та (2.87), знайдемо  
 

3/ 1 / Prk δ = .                                           (2.88) 
 

Формули (2.86) та (2.87) справедливі для k δ≤ , оскільки для крапель-
них рідин Pr 1≥ . Для рідких металів k δ>>  і зазначені формули для роз-
рахунку k та δ непридатні. 

Товщина примежових шарів k і δ в ламінарних потоках газів може бути 
розрахована за наведеними залежностями, хоча й в газових середовищах 
k δ>  [1], оскільки число Прандтля в газах несуттєво менше одиниці (змі-
нюється приблизно від 0,6 до 1 [1]). Наприклад, для повітря Pr 0,7≈  в ши-
рокому інтервалі температур, тоді 1,3k δ≈ . Експериментальні дослідження 
показують, що різницею між k та δ в 13% під час теплотехнічних розраху-
нків можна знехтувати. 

Потрібно відмітити, що вперше інтегральне рівняння теплового потоку 
в примежовому шарі було отримано Г. М. Кружиліним, а рівняння імпуль-
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сів – Т. Карманом (німецький учений-механік, відомий своїми працями в 
областях ракетобудування, аеро- гідродинаміки та ін.). 

У випадку турбулентного режиму руху рідини примежовий шар поді-
ляється на дві області: шар рідини біля стінки поверхні тіла називається 
в’язким підшаром (або ламінарним підшаром) [1] і власне турбулент-
ним примежовим шаром. У в’язкому підшарі переважають сили в’язкості, 
а в турбулентному – інерції. Аналогічно в’язкому підшару можна в турбу-
лентному примежовому шарі виділити тепловий підшар [1], в якому пе-
ренесення теплоти теплопровідністю переважає над турбулентним перене-
сенням. Більш детально з особливостями розрахунку тепловіддачі у випад-
ку турбулентного примежового шару розрахунку можна ознайомитись в 
роботі [1]. 

 
2.6 Особливості руху рідини та теплообміну в трубах 
 

Процес тепловiддачi під час руху рідини в трубах має велике практичне 
значення i є більш складним явищем порівняно з тепловіддачею, що 
виникає під час обмивання поверхні тiла необмеженим потоком. Рідина, 
що тече далеко від тiла (наприклад, стінки пластини), не відчуває впливу 
процесів, які відбуваються біля поверхні тiла. В трубах ці процеси 
проходять інакше, оскільки поперечний переріз труби має скінченні 
розміри. Через це, починаючи з деякої вiдстанi від входу в трубу, рідина в 
усьому її поперечному перерiзi гальмується силами в’язкості. Це 
гальмування супроводжується зміною температури як в перерiзi, так i 
вздовж труби (чи каналу, наприклад, в теплообмінних або гідравлічних 
апаратах тощо). 

Режим руху рідини може бути ламінарним або турбулентним i визнача-
ється числом Рейнольдса Re = wd/ν, де w – середня швидкість руху рідини; 
d – діаметр труби (характерний розмір); ν – кінематична в’язкість. 

Як вже зазначалось в підрозділі 2.2, для гiдравлiчно гладких труб ре-
жим течії рідини для: Re < Reкр1 ≅ 2000 – ламінарний; 2000 < Re < 10000 – 
перехідний; Re > Reкр2 ≅ 10000 – турбулентний (тут Reкр1, Reкр2 – відповідно 
нижнє та верхнє критичні числа Рейнольдса). В гідравлічних апаратах з 
складною конфігурацією каналів турбулентний режим руху рідини вини-
кає за значно менших значень числа Рейнольдса. 

 
2.6.1 Ділянки гiдродинамiчної та теплової стабілізації потоку 

рідини в трубі 
 
Якщо рідина втікає в трубу з великого об’єму, а краї труби на вході за-

округлені, то розподіл швидкості в початковому поперечному перерiзi 
труби можна вважати рiвномiрним (рисунок 2.9). 
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Рисунок 2.9 – Стабілізація розподілу 
швидкості під час руху рідини в трубі 

Під час руху рідини біля її стінок утворюється гідродинамічний при-
межовий шар (див. п.2.4.1), товщина якого поступово зростаючи на деякій 
вiдстанi від входу охоплює весь поперечний переріз (δ = r0) [1]. Якщо фі-
зичні параметри рідини постiйнi, то на певній вiдстанi від входу встанов-
люється постійний розподіл швидкості в поперечному перерiзi труби, ха-
рактерний для цього режиму течії. Ця відстань ln називається довжиною 
гiдродинамiчної початкової ділянки або ділянкою гiдродинамiчної 
стабілізації потоку. Ця ділянка ділить об’єм рідини в трубі на дві частини 
– ядро незагальмованої рідини 1 та об’єм 2 рідини, де сили в’язкості діють 
в усьому поперечному перерiзi труби (примежові гiдродинамiчнi шари 
зливаються, див. рис. 2.9). Стабiлiзована течія рідини для x ≥ ln від розпо-

ділу швидкості на вході 
x = 0 не залежить, але цей 
розподіл як для x < ln , так i 
для x ≥ ln може залежати від 
процесу теплообміну. 

Гiдродинамiчна ділянка 
стабілізації потоку має міс-
це як під час ламінарного, 
так i під час турбулентного 
режимів руху рідини. У пе-
рехідному режимі руху в 
передній частині труби мо-
же існувати ламінарний ре-
жим течії рідини, причому 
ламінарний режим, за умови 
досягнення критичної тов-

щини примежового шару, переходить в турбулентний, який поширюється 
на весь поперечний переріз труби. Інколи зміна режиму течії проходить за 
межами початкової гiдродинамiчної ділянки (x ≥ ln).  

У випадку Re > Rекр2 практично уже на вході в трубу утворюється тур-
булентний примежовий шар [1], особливо, якщо отвір труби має гостру 
кромку. Довжина ділянки гiдродинамiчної стабілізації потоку та її відрізки, 
зайняті відповідно ламінарним і турбулентним примежовими шарами, за-
лежать від числа Re та ступеня турбулентності Tu (див. (2.25). 

Під час ламінарного ізотермічного руху рідини в гідродинамічно стабі-
лізованому потоці (x > ln), швидкості шарів рідини в перерiзi труби розпо-
діляються за параболою (див. рисунок 2.10, а) [1]: 

 

( )2
max 01 / ,xw w r r = −                                   (2.89) 
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де wmax – швидкість потоку на осі труби (за r = 0). Середня швидкість по-
току max0,5xw w= . У випадку турбулентної течії біля стінки труби утво-
рюється в’язкий підшар рідини, де режим течії ламінарний. Для великих 
чисел Re товщина цього підшару дуже мала порівняно з діаметром труби, 
але для низькотеплопровідних рідин в’язкий підшар є основним термічним 
опором [1]. Розподіл швидкості в поперечному перерізі труби для стабілі-
зованого режиму руху рідини має вигляд зрізаної параболи з максимумом 
швидкості на осі труби (рисунок 2.10, б). Змінюється швидкість потоку 
найбільш інтенсивно поблизу стінки.  

В турбулентній частині потоку розподіл швидкості описується логари-
фмічним законом [1]: 

 

*
*

1 ln ,xw y
w

η
χ

= +                                        (2.90) 

 

де wх – середня швидкість потоку; * scw τ ρ=  – динамічна швидкість по-
току (тут scτ  – дотичне напруження в рідині на межі стінки труби (припу-
щено, що sc constτ ρ =  і дотичне напруження scτ  вздовж координати r ≡ y 
не змінюється); ρ – густина рідини); ν= ywy ** ; y = r0 – r; ν – кінемати-

чна в’язкість рідини; 
* *

1 lnм мw w
w w

η
χ

= − ; мw  – швидкість потоку на зовніш-

ній межі в’язкого підшару; χ  – безрозмірний коефіцієнт зв’язку між масш-
табом турбулентності (деякий середній розмір мас рідини, що турбулентно 
переміщуються) та координатою у.  

Експериментальними дослідженнями встановлено, що [1]: для турбу-
лентного ядра ( * 30y ≥ ) 0,4χ =  та 5,5η = ; для проміжної між турбулентним 
ядром та в’язким підшаром області ( 30...5y* ≈ ) 2,0=χ  та 3,05η = . В ме-

           1 – ламінарний підшар; 2 – турбулентне ядро; 
Рисунок 2.10 – Розподіл швидкості в перерізі труби для ламінарної (а) та  

турбулентної течій (б) рідини 

а) б) 
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жах в’язкого підшару закон зміни швидкості вважають лінійним: *
*

xw y
w

=  

або sc
xw yτ

µ
=  (тут µ ν ρ= ⋅ – динамічна в’язкість рідини).  

Під час руху рідини в трубі, температура якої відрізняється від темпе-
ратури рідини, має місце прогрівання чи охолодження рідини в шарах поб-
лизу стінки. На початку труби (рисунок 2.11) ядро рідини має температуру, 
що дорівнює температурі на вході. Це ядро в теплообміні участі не бере і 
всі зміни температури зосереджуються в шарі рідини біля стінки труби, 
тобто біля поверхні труби в початковій її частині утворюється тепловий 
примежовий шар. Із збільшенням відстані від входу в трубу товщина при-
межового шару зростає і на деякій відстані lп.т. тепловий примежовий шар 
заповнює весь переріз труби. Для х > lп.т. вся рідина в трубі бере участь в 
теплообміні, причому інтенсивність теплообміну вже не залежить від роз-
поділу швидкості та температури на вході. Ділянку труби довжиною lп.т на-
зивають початковою тепловою ділянкою або ділянкою термічної стабі-
лізації потоку. Якщо для х > lп.т. межові умови на стінці не змінюються, то 
такий теплообмін називають стабілізованим. На відміну від епюр швидко-
сті (див. рисунок 2.9) епюри температури для х > lп.т. навіть у випадку пос-
тійних фізичних властивостей рідини незмінними не залишаються. Якщо 
межові умови можуть суттєво змінюватись, то може виникнути ефект фо-
рмування нового примежового шару, наприклад, внаслідок різкого збіль-
шення теплового навантаження або збурення потоку якою-небудь місце-
вою перешкодою. 

Довжина початкової теплової ділянки залежить від великої кількості 
факторів – коефіцієнта теплопровідності рідини, наявності гідродинамічної 
стабілізації потоку, числа Рейнольдса, розподілу температур на вході та ін. 

 

tc=const 

Рисунок 2.11 – Зміна розподілу температури під час руху рідини в трубі 
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 Як показує теорія [1], для ламінарної гідродинамічно стабілізованої 
течії рідини з постійними фізичними параметрами і однорідною темпера-
турою t1 на вході в трубу (див. рис. 2.11) для:  tc = const – . 0,055п тl d Pe= ;  
qc = const – . 0,07п тl d Pe= , де 0Pe w d a=  – число Пекле; ( )pa сλ ρ=  – 
коефіцієнт температуропровідності рідини; d − внутрішній діаметр труби. 

Для газів під час ламінарного руху потоку ( Pr 1≈ , Re 2000≈ , 
Re PrPe = ⋅ ) розрахункова довжина ділянки термічної стабілізації досягає 

lп.т  ≈ 100d. Під час ламінарної течії дуже в’язких рідин (Pr > 1) значення 
lп.т. змінюється від декількох сотень діаметрів d до декількох тисяч [1], а це 
значить, що теплообмін практично завжди проходить в межах початкової 
ділянки. Під час турбулентного режиму течії за багатьма дослідними да-
ними [1] lп.т. = (10...15)d. 

 
2.6.2 Інтегральне рівняння тепловіддачі для стабілізованого 

теплообміну в прямій круглій трубі 
 
Для спрощення розв’язування задачі, означеної в заголовку пункту, 

вводимо такі припущення: рідина нестислива і має постійні фізичні пара-
метри; теплотою, що виділяється під час тертя нехтуємо; внутрішні джере-
ла теплоти відсутні; передавання теплоти в радіальному напрямку труби 
набагато більше, ніж в осьовому, тобто 2 2 0t x∂ ∂ = ; складова швидкості 
потоку в радіальному напрямку дорівнює нулю ( 0rw = ). Із врахуванням 
того, що в турбулентному потоці теплота переноситься не тільки теплоп-
ровідністю, але і шляхом турбулентних пульсацій [1], рівняння енергії для 
потоку в трубі в циліндричних координатах матиме вигляд 

 

,T p x
t tc w r

r r x
λ λ ρ∂ ∂ ∂ + = ∂ ∂ ∂ 

                                (2.91) 

 
де T p тc aλ ρ=  – коефіцієнт турбулентного перенесення теплоти; тa – кіне-
матичний коефіцієнт турбулентного перенесення теплоти (див. (2.22); 
t i wx – осереднені за часом місцеві значення температури та швидкості ту-
рбулентного потоку. 

Припустимо, що мають місце межові умови другого роду qc = const. 
Для постійного коефіцієнта тепловіддачі α = const ,pc cq t t constα = − =  де 

pt  – середньомасова температура рідини в розглядуваному перерізі труби. 
Як показано в роботі [1], за незмінних фізичних властивостей рідини міс-
цева температура рідини змінюється вздовж труби за лінійним законом, 
причому  
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0

2 ,c

p x

t q const
x c w rρ

∂
= =

∂
                                (2.92) 

 
де xw  – середня швидкість потоку в розглядуваному перерізі труби (для  
d = 2r0, max0,5xw w= ). 

Підставляючи (2.92) в (2.91), отримаємо 
 

( )
0

2 x
T c

x

d dt w rr q
dr dr w r

λ λ + = ⋅  
                        (2.93) 

 
або в безрозмірній формі 

 

( ) 02 ,T c x
d dtR q r W R

dR dR
λ λ + = ⋅  

        (2.94) 

 
де ,x x xW w w=  R = r/r0 – відповідно безрозмірні швидкість та радіус. 

Розділяючи в рівнянні (2.94) змінні та інтегруючи його в межах від 0 до 
R та від 0 до ( ) ,Tλ λ+  знайдемо 

( )
0

0

2 .
R

c
x

T

dt q r W RdR
dR Rλ λ

= ∫
+

                               (2.95) 

 
Середньомасову температуру рідини у випадку сp = const i ρ  = const 

для круглої труби можна визначити за виразом [1] 
 

     
_ 1

0 0
2 .

R
p c xt t W RdR dt = − ∫ ∫ 

 
                                (2.96) 

 
Підставляючи в (2.96) значення dt/dR з (2.95), отримаємо 
 

2

_ 1
00
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R

x
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p c
T

W RdRq rt t dR
Rλλ

λ

 
∫ 

 = − ∫
 + 
 

                          (2.97) 

звідки 
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2 2

1 1
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2 Pr1 1
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x x
c p

Tc т

T

W RdR W RdR dRt t
dR

q r R R

λ
λ ν
λ ν

   
∫ ∫   −    = =∫ ∫

   + +      

,          (2.98) 

 
де Pr aν= ; PrT T Taν=  – турбулентне число Прандтля; Tтν µ ρ=    – кі-
нематичний коефіцієнт турбулентного перенесення кількості руху  
(див. (2.23). Розглянемо більш детально ліву частину виразу (2.98), де згід-
но з законом Ньютона – Ріхмана ( ) / 1 ;c p ct t q α− =  2r0 = d, тоді 

 
( )

( )0

1 .
2

c p

c d

t t
q r d Nu

λ λ
α

−
= =                                    (2.99) 

 
Підставляючи в (2.98) (2.99), запишемо інтегральне рівняння тепловід-

дачі для стабілізованого теплообміну в трубі: 
 

2

1
0

0

1 2 .
Pr1
Pr

T

T

R

x

d

W RdR
dR

Nu
Rν

ν
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 = ∫
 

+ 
 

                         (2.100) 

 
Рівняння (2.100) вперше було отримано Лайоном. 
Для ламінарного режиму ( 0Tλ = ) рівняння Лайона спрощується 
 

21

0 0

1 2 .
R

x
d

dR W RdR
Nu R

 = ∫ ∫ 
 

                             (2.101) 

 
У випадку гідродинамічно стабілізованого ламінарного режиму руху 

рідини з незмінними фізичними властивостями, згідно з (2.89) 
2

02 [1 ( / ) ]x xw w r r= −  або ( )22 1xW R= − . Підставляючи це значення безрозмі-
рної швидкості в (2.101), знайдемо 

 

                                    
21

0 0

1 2
R

x
d

dR W RdR
Nu R

 
=  

 
∫ ∫ , 

 
звідки Nud = 48/11 ≈ 4,36 для qc = const. 
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Для tp = const теорія дає Nud = 3,66. Змінність фізичних параметрів рі-
дини призводить до значних розходжень теоретичних та дослідних резуль-
татів. Аналітичне врахування впливу цієї змінності потребує дуже складної і 
трудомісткої праці, тому практичні розрахунки виконують за допомогою ем-
піричних критеріальних залежностей, отриманих дослідним шляхом [1, 2]. 

 
2.7 Особливості теплообміну у випадку зміни агрегатного стану 

рідини 
 
Теплові процеси, які супроводжують роботу технологічних машин, ча-

сто пов'язані зі зміною агрегатного стану речовини, наприклад, охоло-
дження інструментів, заготовок чи деталей під час механічного оброблення 
або виготовлення деталей машин литтям. Найчастіше зустрічаються такі 
процеси як кипіння (boiling) рідин та конденсація (condensation) пари. 

 
2.7.1 Теплообмін під час кипіння 

Кипіння − це процес інтенсивного пароутворення, яке проходить у 
всьому об’ємі рідини, перегрітої відносно температури насичення, і супро-
воджується утворенням парових бульбашок. Розрізняють види кипіння рі-
дини на твердій поверхні теплообміну, до якої ззовні підводиться теплота, 
та кипіння в об’ємі рідини. Під час кипіння рідини на твердій поверхні 
утворення парової фази (phase) спостерігається в окремих місцях цієї по-
верхні, а у випадку об’ємного кипіння парова фаза виникає спонтанно без-
посередньо в об’ємі рідини. Об’ємне кипіння можливе лише за значного 
перегріву рідкої фази відносно температури насичення для заданого тиску. 
Температура tн насичення − це температура переходу речовини із рідкого 
стану в газоподібний або навпаки. Ця температура залежить від властивос-
тей речовини та суттєво залежить від тиску, наприклад, для води, тиск в 
якій дорівнює атмосферному tн ≈ 100 °С. 

Механізм теплообміну під час кипіння відрізняється від механізму теп-
ловіддачі шляхом конвекції однофазної рідини наявністю додаткового пе-
ренесення маси речовини та теплоти паровими бульбашками з примежово-
го шару в об’єм киплячої рідини. Щоб виник процес кипіння необхідно 
мати перегріту рідину та центри пароутворення. Максимальне перегріван-
ня рідини має місце безпосередньо біля гарячої поверхні теплообміну, на 
якій знаходяться центри пароутворення у вигляді окремих нерівностей сті-
нки, бульбашок повітря, пилинок та т. ін. 

Є два основних режими кипіння: бульбашковий та плівковий. Під час 
бульбашкового режиму пара утворюється у вигляді окремих бульбашок, 
які періодично зароджуються, ростуть і відриваються від поверхні. Внаслі-
док зростання теплового потоку до деякого значення окремі бульбашки 
зливаються і утворюють біля поверхні теплообміну суцільний паровий 
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шар, який періодично проривається в об’єм рідини. Наявність на поверхні 
тіла теплообміну плівки пари, що відділяє цю поверхню від рідини, харак-
теризує плівковий режим кипіння [1]. Інтенсивність тепловіддачі у випа-
дку плівкового режиму кипіння значно менша, ніж під час бульбашкового. 
Інтенсивність бульбашкового режиму кипіння визначається режимами та 
мікрохарактеристиками кипіння – це критичний радіус бульбашки Rк, 
швидкість росту, відривний діаметр d0 та частота відриву бульбашок.  

Критичний радіус Rк бульбашки визначається за умовами термодина-
мічної та механічної рівноваги парової та рідкої фаз [1]: 

а) умова механічної рівноваги для бульбашки сферичної форми визна-
чається рівнянням Лапласа: 

 
2 / Kп pp p p Rσ∆ = − = ,                               (2.102) 

 
де ,п pp p  – відповідно тиск пари всередині бульбашки та тиск рідини на-
вколо бульбашки, Па; σ – питома сила поверхневого натягу на межі фазо-
вої поверхні пара – рідина, Н/м; 

б) умова термодинамічної рівноваги 
 

н p

pp t
t

ρ
ρ

∂ ∆ ∆ = ∆ ∂ 
,                                    (2.103) 

 
де ( ) ( )/ /p п нн

p t r tρ ρ ρ∂ ∂ = ∆  – зміна тиску пари в бульбашці на лінії темпе-
ратури насичення, визначена згідно з законом Клайперона – Клазіуса; r – 
теплота фазового переходу рідини в пару, Дж/кг; ,p пρ ρ  − відповідно гус-
тини рідини та пари, кг/м3; p нt t t∆ = −  (тут pt  – температура рідини); 

p пρ ρ ρ∆ = − . Прирівнюючи (2.102) та (2.103) та розв’язуючи отримане рі-
вняння відносно RK, знайдемо формулу для розрахунку критичного радіуса 
парової бульбашки сферичної форми: 

 
                                        ( )2 ,K н п c нR t r t tσ ρ = −                                  (2.104) 
 

де для шарів рідини, що безпосередньо торкаються стінки поверхні кипін-
ня взято p ct t= , К (тут ct  – температура стінки, К). 

У формі залежності (2.104) величина Rк характеризує радіус кривизни 
зовнішньої поверхні бульбашок, що зароджуються на поверхні теплообмі-
ну, одночасно ця величина визначає порядок розмірів тих елементів шорс-
ткості, які за таких умов (тиску, перегрівання та ін.) можуть слугувати 
центрами пароутворення. Внаслідок збільшення перегрівання рідини для 
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заданого тиску та навпаки, у випадку заданого перегрівання і збільшення 
тиску, мінімальний радіус Rк зменшується, що приводить до збільшення 
загального числа діючих центрів пароутворення, інтенсивного перемішу-
вання рідини в примежовому шарі та зростання тепловіддачі. 

Потрібно відмітити, що за умови 2 / Kp Rσ∆ >  парова бульбашка може 
існувати та рости, а у випадку 2 / Kp Rσ∆ <  – парова бульбашка конденсу-
ється. Утворення парової бульбашки з критичним радіусом Rк можливе 
лише внаслідок перегрівання рідини за певного тиску вище температури 
насичення, тобто 0p н c нt t t t t∆ = − = − > . 

Найбільш сприятливі умови утворення парової бульбашки визначають-
ся мінімальною роботою, що витрачається на здійснення цього процесу. 
Цю роботу можна виразити залежністю [1]. 

 
min ,рп мфE E Е p V Aδ δσ= − + = − ∆ +            (2.105) 

 
де рпE pV= ∆  – робота розширення пари; мфЕ Aδσ=  – робота, яка йде на 
утворення міжфразної поверхні бульбашки; ,V Aδ  – відповідно об’єм та 
площа поверхні бульбашки. 

Для бульбашки сферичної форми 34 / 3V Rκπ=  і 24A Rδ κπ= , тоді, підста-
вляючи ці значення в (2.105), матимемо після нескладних математичних 
перетворень: 

 

( )

23

min 2
16
3

н

п

tE
trδ

πσ
ρ

 =  ∆ 
.            (2.106) 

 
Із (2.106) можна зробити висно-
вок: чим більше значення t∆ , тим 
менше значення minEδ . 

Після зародження бульбашок 
на центрах кипіння радіусом  
R ≥ RК починається ріст бульбашок 
пари за рахунок підведення до них 
теплоти шляхом теплопровідності 
з навколишнього шару перегрітої 
рідини через міжфразну поверхню 
Аp та поверхню під бульбашкою Аc 
в її основі (рисунок 2.12, а, б). Пі-
дведена до бульбашки теплота іде 
на випаровування рідини і роботу 
розширення. Швидкість зростання 

2кип
π

<ψ

 
2кип
π

>ψ

 

ψкип – межовий кут змочування під час 
кипіння 
Рисунок 2.12 – Форма парових бульбашок 

під час кипіння рідини та гарному (б) і 
поганому (а) змочуванні поверхні 

Ар 
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бульбашок, яка є однією з основних характеристик механізму теплообміну 
під час кипіння, залежить від інтенсивності підведення теплоти обома 
складовими теплового потоку. Інтенсивність теплообміну під час кипіння 
характеризується числом Якоба  

 

                     
( )пер

p p п
пар

q
Ja с t r

q
τ

τ

ρ ρ= = ∆ .                     (2.107) 

 
Число Якоба характеризує співвідношення між питомими тепловими 

потоками, що ідуть на перегрівання перqτ  одиниці об'єму рідини, та 
об’ємного пaрqτ  теплового пароутворення. Це число залежить від тиску та 
ступеня перегрівання рідини. Внаслідок підвищення тиску число Якоба 
зменшується, тому що суттєво збільшується густина пари. У випадку збі-
льшення перегрівання рідини це число зростає. 

В загальному випадку, коли теплота до бульбашок підводиться через 
поверхні Аp i Аc в приблизно співмірній пропорції, швидкість росту парової 
бульбашки виражається рівнянням [1] 

 

( ),dR a Ja Ja
d R

β
τ

= ⋅                                         (2.108) 

 
де a – коефіцієнт температуропровідності рідкої фази; β = 6 –величина 
стала; ( )2( ) 1 2 ;Ja Ja Ja Jaγ β γ β γ β= + ⋅ + ⋅ + ⋅  γ = 0,1...0,49 для кута кипіння 
ψкип = 40...90º

 [1]. 
В момент відриву від поверхні теплообміну бульбашки суттєво дефор-

муються. Відривний діаметр d0 бульбашки може визначатися за залежніс-
тю [1]: 

( )0 0,0208 ,кипм p пd gψ σ ρ ρ= ⋅ −                  (2.109)  
 

де ψкип – межовий кут кипіння в градусах; d0 – в метрах. 
Для розрахунку тепловіддачі під час кипіння використовують критері-

альні рівняння типу [2] 
 

* * *Re Pr ,m nNu C= ⋅ ⋅                                         (2.110) 
 

де * * ;K pNu lα λ=  * *Re ;K pw l ν=  *Pr ;p paν=  , ,p p paλ ν  – фізичні параме-

три рідини, нагрітої до температури tн; Kw  – умовна швидкість кипіння 

 



93 
 

пари ( / ( ) ( )K Kп пw q r t rρ α ρ= = ∆ , тут q – густина теплового потоку теп-
ловіддачі в рідину; αК – коефіцієнт тепловіддачі під час кипіння; С = const;  
m = const; n = const – експериментальні сталі. 

Механізм та інтенсивність кипіння протягом часу проходження цього 
процесу суттєво змінюються. Ці зміни названі кризами (crisis) кипін- 
ня [1, 2]. Перша криза кипіння виникає на початку переходу бульбашко-
вого кипіння в плівкове. В момент зміни режимів кипіння спостерігається 
різке зниження максимальної тепловіддачі та відповідне підвищення тем-
ператури поверхні теплообміну, яке інколи може супроводжуватися роз-
плавленням або перепаленням поверхні теплообміну. 

Коефіцієнт тепловіддачі в момент початку кризи  
 

1 1 1кр кр крq tα = ∆ ,                                     (2.111) 
 

де qкр1 – перша критична густина теплового потоку; 1крt∆  – перший критич-
ний температурний напір. 

Зворотний перехід від плівкового режиму кипіння до бульбашкового 
називається другою кризою кипіння. Під час руйнування парової плівки 
тепловіддача різко зростає, а температура поверхні знижується. Ця криза 
характеризується густиною qкр2 та температурним напором 2крt∆ . Критична 
зведена швидкість пароутворення під час другої кризи 2 2 ( )

пкр кр пw q rρ=  
пропорційна швидкості 

2
wδ  спливання великих деформованих бульбашок 

пари: 

( )
2 2

24
2 ( )

пкр кр п р п pw q r w gδρ σ ρ ρ ρ= = = ⋅ ⋅ − .             (2.112) 
 
Безпосередній перехід однофазної конвекції до плівкового режиму ки-

піння, минаючи стадію бульбашкового кипіння називається третьою кри-
зою кипіння, якій відповідає густина потоку qкр3 і температурний на- 
пір 3крt∆ . Графічно процес кипіння можна проілюструвати кривою (крива 
кипіння), що зображена на рисунку 2.13.  

Крива кипіння побудована в координатах lg lg віднqθ − , де / нt tθ = ∆  – ві-
дносна температура, а /відн cq q q=  – відносна густина теплового потоку, 
що переноситься рідиною і парою під час кипіння (тут q – поточне значен-
ня густини теплового потоку; qc  – середня густина теплового потоку на 
поверхні кипіння). 

Під час кипіння відбувається хаотична турбулізація руху рідини поб-
лизу поверхні теплообміну за рахунок росту та періодичного спливання 
бульбашок пари. Ця турбулізація інтенсифікує процес теплообміну в кип-
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лячій рідині навіть за незначного її перегрівання відносно температури на-
сичення ct = tн. Перегрівання рідини та спосіб нагрівання поверхні теплоо-
бміну належать до режимних параметрів кипіння. 

Аналізуючи криву кипіння (див. рисунок 2.13), можна виділити шість 
зон: 1 – конвективного теплообміну (малий ступінь перегрівання рідини);  
2 – нестійкого кипіння; 3 – розвинутого бульбашкового кипіння; 4 – пере-
ходу від бульбашкового до плівкового кипіння; 5 – стійкого плівкового 
кипіння; 6 – переважного променевого переносу теплоти. 

В умовах зниженого тиску в рідині та старанної її дегазації режим 
конвективної тепловіддачі (зона 1, лінія БВ) може затягуватись до 
високого перегрівання рідини. Під час кипіння рідин, що погано змочують 
поверхню кипіння (кут змочування 90змφ <  ), плівковий режим може 
розпочатись за малого перегріван-ня рідини відносно нt  (лінія АГ). 

Критичним значенням густини 
теплового потоку на кривій, пока-
заній на рисунку 2.13, відповідають 
точки: 

1крE q− ; 
2крГ q− ; 

3крД q− . 
Між собою ці густини пов’язані 
нерівністю 

1 2 3кр кр крq q q< < . 
Третя криза кипіння найчастіше 

спостерігається під час кипіння рі-
дкого гелію на поверхні з нержаві-
ючої полірованої сталі (мало дефе-
ктів) [1], що пояснюється дуже ма-
лою температурою перегрівання 

t∆ ≥0. 
Розглянуті кризи кипіння нази-

ваються кризами першого роду. Є 
ще кризи кипіння другого роду, які 
мають іншу фізичну природу [1]. 

З особливостями теплообміну при кипінні більш детально можна озна-
йомитись в роботах [1, 2]. 

 
2.7.2 Теплообмін під час конденсації 
 
Конденсація − це процес переходу пари (газу) в рідкий або твердий 

стан (фазовий перехід першого роду). Якоюсь мірою конденсацію можна 
вважати процесом протилежним кипінню. Процес конденсації можливий 
тільки для докритичних станів газу (пари). Цей процес здійснюється шля-
хом охолодження пари або в результаті такого її стискування, коли за до-
сягнутих значень температури і тиску, конденсована фаза термодинамічно 
більш стійка, ніж газоподібна. Якщо в цьому випадку температура та тиск 

Рисунок 2.13 – Графічна ілюстрація 
криз кипіння 
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більші значень, що відповідають потрійній точці [4] для деякої речовини, 
то утворюється конденсована фаза, а коли менші – то з парової фази речо-
вина переходить в твердий стан. 

Коли рідка конденсована фаза утворюється на твердій поверхні тепло-
обміну у вигляді стійкої плівки, то конденсація називається плівковою, а 
коли утворюються краплі – то крапельною. Плівкова конденсація має міс-
це у випадку змочування конденсатом поверхні теплообміну, а крапельна – 
коли змочування відсутнє. Перегріта пара конденсується на поверхні теп-
лообміну тоді, коли температура поверхні менша за температуру насичен-
ня tн для заданого тиску. 

Під час крапельної конденсації тепловіддача може бути значно біль-
шою, ніж у випадку плівкової. Це пояснюється тим, що плівка конденсату 
є великим термічним опором передавання теплоти фазового переходу від 
поверхні конденсації до стінки. Внаслідок розриву плівки у випадку кра-
пельної конденсації цей опір значно менший. 

Термічний опір RΣ передавання теплоти від пари до стінки можна пода-
ти у вигляді суми двох складових [1]: 

 

 1п c
кон ф

t tR R R
q αΣ
−

= = = + ,                           (2.113) 

 
де tп та tc – температура пари і поверхні стінки (рисунок 2.14); q – густина 
теплового потоку; α − коефіцієнт тепловіддачі від пари до стінки;  
Rкон – термічний опір плівки конденсату; Rф – міжфазний термічний опір 
(опір на межі поділу фаз). Опір Rф не є термічним опором у звичайному 

розумінні. Поява цього опору обумовле-
на стрибком температури на межі поділу 
парової та рідкої фаз. 

Стрибок температури має таку фізи-
чну природу. Конденсація, яку ми спо-
стерігаємо, є результуючим ефектом 
конденсації сукупності молекул, що сти-
каються з поверхнею конденсату і захо-
плюються нею, та випаровуванням мо-
лекул, які відриваються від тієї ж повер-
хні за той самий час. Переважання кіль-
кості захоплених молекул порівняно з 
кількістю тих, що випаровувались, і є 
спостережуваною конденсацією. Внаслі-
док цих двох процесів в поверхневому 
шарі пари товщиною δк, що має порядок 
середньої довжини lом вільного пробігу 

Рисунок 2.14 – Характер розподілу 
температури під час плівкової 

конденсації чистої насиченої пари 

δк 
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молекули, рухається два нерівних потоки молекул, які мають різну темпе-
ратуру (енергію). 

Цей шар K омlδ ≈  називають кнудсеновським [1]. Температура пари в 
цьому шарі в середньому відрізняється від температури поверхні рідини. 

Перепад температур в такому тонкому шарі в теорії суцільних середо-
вищ сприймається як стрибок. За межами цього шару внаслідок співуда-
рянь молекул температура вирівнюється. Чим більше молекул, які падають 
на рідину і відбиваються не конденсуючись, тим більший стрибок темпе-
ратури. Це враховується коефіцієнтом конденсації зkk n nΣ= , де nз – чис-
ло молекул захоплених поверхнею конденсату; nΣ – загальна кількість мо-
лекул, що стикнулись з поверхнею конденсату (0 1kk≤ ≤  [1]). Через повер-
хню Ак конденсату проходить певний потік маси речовини J (кг/с) 

 

K

K
A

J jdA= ∫ ,                                         (2.114) 

 
де j – густина потоку маси пари, кг/(с·м2). 

Густину потоку маси пари визначається за рівнянням Герца – Кнудсе-
на [1]: 

2
k п пов

п п пов

k p pj
R t tπ

 
= ⋅ −  

 
,                              (2.115) 

 
де Rп – газова стала пари; tп, tпов – відповідно температури пари і поверхні 
конденсату; pп , pпов – тиск насиченої пари відповідно за температур tп, tпов; 

( );п п п пp R tρ =  ( )пов пов п повp R tρ =  – густина пари відповідно для tп та tпов. 
Міжфразний термічний опір знаходиться за формулою [1]: 
 

п пов
ф

t tR
q

−
= ,                                         (2.116) 

 
де q = r·j – густина теплового потоку від пари до поверхні конденсату;  
r – теплота фазового переходу під час конденсації, Дж/кг. 

Насичена пара – це пара, тиск якої дорівнює тиску рідини. У випа-
дку насиченої пари рідина та пара знаходяться в стані динамічної рівнова-
ги. Насичена пара може стати ненасиченою, якщо збільшити об’єм містко-
сті, де утворюється пара, або підвищити температуру цієї місткості, тоді 
утворюється перегріта пара. Реальні гази (повітря, кисень, водень тощо) є 
сильно перегрітими парами (сильно ненасиченими). Їх температура значно 
перевищує точку кипіння для заданого тиску, наприклад, атмосферного. 
Більш детальні відомості про явище конденсації та особливості розрахунку 
теплових процесів під час конденсації можна знайти в роботах [1, 2]. 
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2.8 Основні поняття та закони тепло- та масообміну в 
двокомпонентних середовищах 

 
Багато процесів в природі та техніці супроводжуються перенесенням 

маси одного компонента відносно маси іншого. Компонентами [1] назива-
ють речовини, найменше число яких достатньо для утворення всіх фаз, 
тобто гомогенних частин розглядуваної системи, наприклад, суміш води, 
водяної пари та азоту. В цій системі є два компоненти − водяна пара та 
азот. Для спрощення таких міркувань зробимо припущення, що компонен-
ти між собою в хімічну взаємодію не вступають. 

Типовим процесом масообміну є дифузія (diffusion) – самовільний 
процес установлення всередині фаз рівноважного розподілення концентра-
цій. В середовищі суміші з декількох компонентів однорідній за темпера-
турою та тиском процес дифузії направлений до вирівнювання концентра-
ції компонентів в цій системі. Під час дифузії здійснюється перенесення 
речовини з області з більшою в область з меншою концентрацією. 

Аналогічно теплообміну дифузія може проходити молекулярним (мік-
роскопічним) або молярним (макроскопічним) шляхами. В газах молеку-
лярна дифузія здійснюється за рахунок теплового руху молекул. 

За аналогією з масообміном під час конденсації визначають густину 
потоку маси  

j=dJ/dA,                                             (2.117) 
 

де J – потік маси речовини, кг/с; А – площа, через яку проходить потік ма-
си паралельно напрямку потоку. Густина потоку є вектором. Повний потік 
маси знаходять інтегруванням виразу (2.117):  

 

A
J jdA= ∫                                           (2.118) 

або для j = const 
J jA= .                                              (2.119) 

 
В однорідній за температурою та тиском макроскопічно нерухомій 

двокомпонентній суміші густина потоку маси одного з компонентів за ра-
хунок молекулярної дифузії визначається законом Фіка [1]: 

 

. і

i
к дj D

n
ρ∂

= −
∂

                                    (2.120) 

або 

. і

i
к д

mj D
n

ρ ∂
= −

∂
,                                 (2.121) 
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де iρ  – скінченна концентрація заданої речовини (компонента), яка є від-
ношенням маси компонента до об’єму суміші кг/м3; mi = ρi/ρ – відносна 
масова концентрація і-го компонента; ρ – густина суміші; D – коефіцієнт 
молекулярної дифузії (коротко – коефіцієнт дифузії) одного компонента 
відносно іншого, м2/с; n – нормаль до поверхні однакової концентрації за-
даної речовини; ,i nρ∂ ∂  im n∂ ∂  – градієнти концентрації (відносної концен-
трації), які завжди направлені в сторону зростання концентрації. Гра-
дієнт концентрації (за аналогією з градієнтом температури) є рухомою си-
лою, що обумовлює перенесення речовини. Знак мінус показує, що пере-
міщення речовини здійснюються в сторону зменшення градієнта концент-
рації. Дифузія, що описується законом Фіка, називається концентрацій-
ною дифузією. 

Згідно з кінетичною теорією газів, коефіцієнт дифузії зростає під час 
збільшення температури і зменшується внаслідок збільшення тиску. Для 
суміші газів закон Фіка можна записати у вигляді [1]: 

 

. і Pi
i

к д
pj D
n

∂
= −

∂
,                                 (2.122) 

 
де pi – місцевий парціальний тиск певного компонента, Па; n – напрямок 
нормалі до поверхні однакових парціальних тисків певного компонента; 

Pi
D D RT=  – коефіцієнт молекулярної дифузії, віднесений до градієнта па-
рціального тиску розглядуваного компонента, c; R – газова стала; T – тер-
модинамічна температура. 

На відміну від D коефіцієнт DP є різним для компонентів певної, на-
приклад, бінарної суміші, для якої виконується рівність:  

 
1 1 2 2 ,P PD D RT D R T= =                           (2.123) 

звідки 
1

2

2 1

1 2

,P

P

D R M
D R M

= =                            (2.124) 

 
де Мі – молекулярна маса компонента; і = 1; 2. 

У випадку змінної температури суміші виникає термічна дифузія 
(ефект Соре [1]). Якщо маси молекул двох компонентів різні, то, згідно з 
кінетичною теорією газів, за рахунок термодифузії більша частина більш 
важких молекули намагається перейти в більш холодні області. Якщо ж 
маси молекул однакові, то в холодні області прямують більші за розмірами 
молекули, але потрібно відмітити, що за певних умов (наприклад, в іонізо-
ваному газі) цей напрямок термодифузії може змінитися. 

Термодифузія приводить до утворення градієнта концентрації, а процес 
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концентраційної дифузії намагається вирівняти концентрацію компонентів 
суміші і, як наслідок, з часом може установитися стаціонарний стан, за 
якого протилежні впливи термодифузії та концентраційної дифузії врівно-
важуються. Аналогічно конвекції, під час молекулярної дифузії разом із 
масою речовини може переноситись і теплота. 

Наслідком молекулярного дифузійного перенесення теплоти є так зва-
ний дифузійний термоефект (ефект Дюфо [1]) – явище виникнення різни-
ці температур в результаті дифузійного переміщення, наприклад, двох га-
зів, які спочатку мали однакову температуру. Явище дифузійного ефекту є 
зворотним відносно термодифузії. Градієнт температури, що виникає під 
час дифузійного термоефекту, має такий же напрям, що і термодифузія, 
яка є його результатом, а сама термодифузія протилежна дифузії, завдяки 
якій цей градієнт з’явився. 

За наявності в суміші газів градієнта повного тиску може виникнути 
дифузія за рахунок неоднорідності тиску, яку називають бародифузією [1]. 
Під час цього виду дифузії важкі молекули намагаються перейти в область 
підвищеного, а легкі – в область зниженого тиску. Також як і термодифу-
зія, бародифузія супроводжується звичайним перенесенням маси, обумов-
леним різницею концентрації. Бародифузія має місце, наприклад, в газі, що 
обертається навколо осі; важкі молекули намагаються перейти в області 
найбільш віддалені від центра. 

Густина потоку . ім дj  маси і-го компонента за рахунок молекулярного 
перенесення маси речовини з врахуванням концентраційної дифузії, тер-
модифузії і бародифузії, описується рівнянням [1]: 

 

        
. ,

і

т б
м д i

D Dj D m t p
T p

ρ
 

= − ∇ + ∇ + ∇ 
 



                         (2.125) 

 
де Dт = kтD – коефіцієнт термодифузії м2/с; Dб = kбD – коефіцієнт бароди-
фузії м2/с; p – тиск в суміші, Па. В рівнянні (2.125) в дужках перший член 
враховує концентраційну дифузію, другий – термодифузію і третій – баро-
дифузію. Складові потоку маси нормальні до поверхні рівних концентра-
цій, ізотермічної та ізобарної поверхонь. Закон (2.125) для випадку  
gradp = 0 i gradt = 0 переходить в закон Фіка. Коефіцієнти kт = Dт/D та  
kб = Dб/D називаються, відповідно термодифузійним та бародифузійним 
відношеннями. Для суміші газів kт ≤ 0,1 [1]. Бародифузійне відношення 
для бінарної суміші знаходиться за виразом [1] 

 
kб = (ρ1·М1 – ρ2·М2)/(ρ·М),                                (2.126) 

 
де ρ1, ρ2, ρ – відповідно густини компонентів (концентрації) і суміші; М1, 
М2, М – відповідно молекулярні маси компонентів та суміші. 



100 
 

В рухомому середовищі речовина переноситься не тільки молекуляр-
ною дифузією, але й конвекцією. Сумарна густина потоку j речовини за 
рахунок молекулярного . ім дj  і конвективного jki перенесення і-го компоне-
нта визначається рівнянням [1]: 

       
.

т б
м д кі і i i

D D
j j j D m t p w

T p
ρ ρ

→ → → → 
= + = − ∇ + ∇ + ∇ + 

 
.        (2.127) 

Оскільки разом з масою речовини переноситься і ентальпія ( )
1

i n

i i
i

j h
=

=
Σ  

(де hi – питома ентальпія і-го компонента, Дж/кг), то локальну густину те-
плового потоку, що переноситься в суміші, можна подати рівнянням [1]: 

 

.
1

.
і

i n

iм д
i

q t wh j hλ ρ
→ → →=

=

 = − ∇ + + Σ  
 

                   (2.128) 

Порівняно з однокомпонентною рухомою рідиною (див. (2.4) в суміші 
теплота додатково переноситься дифузійною складовою теплового потоку. 

За аналогією з конвективним перенесенням теплоти в однокомпонент-
ній рідині тепло- та масообмін описується системою диференціальних рів-
нянь масообміну, енергії, руху та суцільності потоку, записаних для суміші 
в цілому. 

Рівняння масообміну та енергії для бінарної суміші виводяться за та-
кою ж методикою, яка нами використовувалась під час вивчення явищ те-
плопровідності та конвекції, і мають вигляд [1]: 

 
2i

i
dm D m
dτ

= ∇  – рівняння масообміну;                   (2.129) 

 

1 2

2
1( )p p p

dtc t c c D m t
d

ρ λ ρ
τ

= ∇ + − ∇ ∇  – рівняння енергії,  (2.130) 

 
де 

1 2
, ,p p pc c c  – питомі теплоємності суміші та її компонентів. У рівнянні 

(2.130) до уваги взята тільки концентраційна дифузія в бінарній суміші, 
для якої сумарна відносна концентрація є постійною, тобто 1 2 1m m+ =  та 

1 2j j
→ →

= −  (густини потоку маси компонентів суміші). 
Для завершення формулювання крайової задачі тепломасообміну до 

системи рівнянь, що описує цей процес, необхідно додати умови однозна-
чності (див. п. 1.6.2). 
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2.8.1 Особливості тепломасообміну під час хімічних перетворень 
 
Під час згоряння палива в камерах різних двигунів (внутрішнього зго-

ряння, газотурбінних, ракетних тощо), хімічного виробництва, роботи 
МГД (магнітно-гідродинамічних) установок, польотів на гіперзвукових 
швидкостях в щільних шарах атмосфери та ін. процеси тепломасообміну 
супроводжуються хімічними реакціями. Ці реакції можуть відбуватись з 
виділенням або поглинанням енергії в формах теплоти, електричного 
струму, світла, механічного руху тощо. 

Для теплотехніки важливими є ті хімічні реакції, які проходять з по-
глинанням (ендотермічні реакції) або виділенням (екзотермічні реак-
ції) теплоти. Реакції цього типу, як і у випадку фазових переходів першого 
роду, нерозривно пов’язані з процесами тепломасообміну та часто також 
супроводжуються фазовими змінами. 

Хімічні реакції можуть відбуватися на поверхні твердого тіла, а також в 
рідкому або газовому середовищі, що омиває тіло. Реакції, які відбувають-
ся на поверхні твердого тіла, називаються гетерогенними, а якщо вони 
відбуваються в об’ємі рідини чи газу, то їх називають гомогенними. 
Якщо хімічні реакції відбуваються за межами примежового шару (далеко 
від поверхні тіла), то вони, зазвичай, на тепловіддачу тіла не впливають і 
теплообмін в цьому випадку розраховують без врахування хімічних перет-
ворень. 

Згідно з першим законом термодинаміки у випадку, коли хімічна реак-
ція відбувається за постійних значень тиску ( p const= ) і температури 
( t const= ), то теплота Qτ  [1] хімічної реакції визначається за залежністю  

 
1 2Q H H Hτ = − = −∆ ,                                (2.131) 

 
де 1 2, ,H H H∆  – відповідно ентальпії початкового та фінішного станів хі-
мічного середовища і зміни ентальпії за припущення, що під час хімічної 
реакції виконується тільки робота розширення (цим пояснюється знак мі-
нус у (2.131). Причому значення Qτ  не залежить від шляху процесу. 

У випадку p const=  та t const=  будь-яка хімічна реакція описується 
стехіометричними (stehiometric) рівняннями вигляду [1] 

 

1 1

j ni m

i i j j
i j

a A b B
==

= =
=∑ ∑ ,                                       (2.132) 

а молярна різниця ентальпії 
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1 1

j ni m

i Ai j B j
i j

H a H b H
==

= =
−∆ = −∑ ∑ ,                             (2.133) 

 
де ,i jA B  – хімічні символи відповідно реагентів і продуктів реакції; ,i ja b  
– стехіометричні коефіцієнти, які являють собою відповідно число молів 
реагентів та продуктів реакції, ,Ai B jH H  – молярні ентальпії реагентів і про-
дуктів реакції. Загальну структуру рівняння (2.132) можна проілюструвати 
прикладом хімічної реакції водню Н2 з киснем О2: 2 2 22 2H O H O Qτ+ = + ↑ . 

В хімії та термодинаміці для визначення знака теплоти хімічної реакції 
використовують різні системи – термохімічну і термодинамічну. За тер-
модинамічною системою теплоту ендотермічної хімічної реакції вва-
жають додатною, а теплоту екзотермічної реакції – від’ємною. В термо-
хімічній системі користуються протилежною системою знаків. 

Під час термохімічних розрахунків застосовують поняття теплоти 
утворення, яка є теплотою хімічної реакції, що виділяється внаслідок утво-
рення з початкових вихідних речовин нової речовини (компонента). Також 
під час досліджень і розрахунку теплових процесів, що супроводжують хі-
мічні реакції, використовується поняття повної питомої ентальпії ih , до 
якої входить як складова величина питома теплота утворення y

ih  продукту 
(компонента) реакції з вихідних речовин: 

 
y

i pi ih c dt h= ±∫ ,                                     (2.134) 
 

Знаки плюс та мінус у формулі (2.134) перед y
ih  пояснюються так: у 

випадку підведення теплоти для здійснення хімічної реакції 0y
ih > , а коли 

теплоту необхідно відводити, то 0y
ih < . 

Якщо під час хімічної реакції відбуваються фазові перетворення і ди-
фузія, то в рівнянні (2.132) необхідно врахувати теплоту фазових перехо-
дів, наприклад, для суміші газів за правилом адитивності [1]: 
 

1

i n

ф i i
i

h m h
=

=
= ∑ ,                                    (2.135) 

 
де /i im ρ ρ=  – відносна масова концентрація і-го компонента суміші; 

,iρ ρ  – відповідно масова концентрація і-го компонента та густина суміші, 
кг/м3. 

Визначення повної питомої ентальпії за (2.134) дозволяє для розрахун-
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ку локальної густини теплового потоку, що виникає під час хімічної реак-
ції, використати рівняння (2.128). 

За аналогією з тепломасоперенесенням під час дифузії процес теплома-
соперенесення, що супроводжує хімічні реакції, також описується систе-
мою диференціальних рівнянь масообміну, енергії, руху та суцільності по-
току. У випадку, коли під час хімічної реакції відбувається тільки концент-
раційна дифузія, рівняння енергії (2.130) після нескладних математичних 
перетворень із врахуванням, що pdh c dt= , можна записати у вигляді [1]: 

 

( )2
1 2 1

dh t div h h D m
dt

ρ λ ρ= ∇ + − ∇   ,                       (2.136) 

 
де 1 2таh h  – питомі ентальпії початкового і фінішного станів бінарної су-
міші, в якій проходять хімічні реакції. Для стаціонарного теплового та ма-
сообмінного процесу сума відносних концентрацій компонентів суміші не-
змінна, тобто 1 2 1m m+ =  та 1 2j j= −  (густини потоку маси речовини до та 
після хімічної реакції). З урахуванням зробленого зауваження, рівняння 
(2.136) можна перетворити так [1]: 

 

( ) ( )[ ]121
12 mDhhdivLe1ha

d
dh

∇−−+∇=
τ

− ,               (2.137) 

 
де ( )/ pa cλ ρ= ; Pr/ Pr / /

D pLe c D D aρ λ= = =  – число (критерій) Льюіса − Се-
менова. Pr /

D
Dν=  – дифузійне число Прандтля. Число Льюіса − Семенова 

Le  характеризує подібність полів дифузії і температури, а дифузійне чис-
ло Прандтля Pr

D
 – полів швидкості та дифузії. Для газових сумішей  

1Le ≈  [1]. 
В рівняннях масообміну, який виникає під час хімічних реакцій, необ-

хідно ввести додаткову величину vij  (кг/(м3с), яка враховує джерело утво-
рення і-го компонента, що є продуктом хімічної реакції [1]: 

 
2 /i

vi
dm D m j
d

ρ
τ

= ∇ + ,                                 (2.138) 

 
де vij  визначають з рівнянь хімічної кінетики. 

Під час розрахунку тепловіддачі, що виникає в процесі проходження 
хімічних реакцій в газових сумішах, широко користуються перетвореним 
законом Ньютона – Ріхмана [1]: 
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( )c o c
p

q h h
c
α

= − ,                                        (2.139) 

 
де cq  – густина теплового потоку та поверхні поділу фаз; α  – коефіцієнт 

тепловіддачі фазової поверхні; ( )
1

i n

p i i
i

c m c
=

=
= ∑  – питома ізобарна теплоєм-

ність суміші, яка визначається за правилом адитивності; ,o ch h  – відповідно 
питомі ентальпії газової суміші далеко від поверхні поділу фаз та на цій 
поверхні. У випадку, коли хімічні реакції здійснюються в газовій суміші, 
що рухається з великою швидкістю, у формулі (2.139) необхідно врахувати 
перенесення теплоти дисипації механічної енергії, тоді вираз (2.139) набу-
де вигляду [1]: 

( )c r c
p

q h h
c
α

= − ,                                        (2.140) 

де 20,5r o bt oh h k w= +  – повна ентальпія відновлення (тут btk  – коефіцієнт ві-
дновлення температури, який залежить від режиму течії суміші відповідно 
для потоків: ламінарного – Prbtk = ; турбулентного – 3 Prbtk = ;  
wo – швидкість руху газової суміші далеко від фазової поверхні). 

Обмежений обсяг посібника та програма курсу «Теоретичні основи те-
плотехніки» для спеціальності «Галузеве машинобудування» не дозволяє 
більш детально зупинитись на питаннях тепломасообміну. Більш широку 
інформацію з цих питань можна знайти в роботі[1]. 

 
 

2.9 Запитання для самоперевірки до розділу 2 
 
1. Наведіть означення масових та поверхневих сил. 
2. На які види поділяють конвекцію? 
3. За яких умов процес конвективної тепловіддачі буде стаціонарним? 
4. Запишіть в різних формах вираз для закону Ньютона – Ріхмана. 
5. Наведіть залежність для локального вектора густини теплового пото-

ку під час конвективного теплообміну. Поясніть цю залежність. 
6. Якими основними фізичними параметрами визначаються властивості 

рідин? Наведіть залежності для кожного параметра та поясніть їх. 
7. Які диференціальні рівняння потрібні для повного математичного 

опису процесу конвективної теплопередачі? Які припущення приймаються 
під час виведення цих рівнянь? 

8. Виведіть рівняння енергії, руху та суцільності потоку для конвектив-
ної тепловіддачі. 
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9. Наведіть визначення гідродинамічного та теплового примежового 
шарів. 

10. Що визначає критерій Рейнольдса? Запишіть вираз для його обчис-
лення. 

11. Яке основне призначення теорії подібності? 
12. Які величини в теорії подібності відносять до однорідних безрозмі-

рних змінних? 
13. Наведіть основні критерії подібності, що використовуються в теорії 

подібності для дослідження конвективного теплообміну та дайте їх корот-
ку характеристику. 

14. За яких умов фізичні явища конвективного теплообміну будуть по-
дібними? 

15. Що розуміють під поняттям констант подібності? Як пов’язані між 
собою константи подібності розмірних величин? 

16. Для чого складають і використовують критеріальні рівняння? 
17. Що розуміють під поняттям ділянки гідродинамічної стабілізації 

потоку? 
18. Що розуміють під поняттям ділянки термічної стабілізації потоку? 
19. Які припущення приймають під час виведення інтегрального рів-

няння тепловіддачі для руху рідини в прямій круглій трубі? 
20. Запишіть і поясніть інтегральне рівняння тепловіддачі в круглій 

трубі (рівняння Лайона). 
21. Дайте означення процесу кипіння рідини. 
22. Дайте характеристику двох основних режимів кипіння. 
23. Наведіть залежність для визначення критичного радіуса бульбашки 

під час кипіння. Поясніть цю залежність. 
24. Яким безрозмірним критерієм характеризується інтенсивність теп-

лообміну під час кипіння? 
25. Дайте означення першої, другої і третьої криз кипіння. Наведіть 

графічну ілюстрацію цих криз. 
26. Наведіть і поясніть фізичний зміст складових критеріального рів-

няння для розрахунку тепловіддачі під час кипіння. 
27. За якою залежністю можна оцінити термічний опір теплопередачі 

під час конденсації? 
28. Запишіть рівняння Герца − Кнудсена і поясніть його. 
29. За якою залежністю знаходять міжфазний термічний опір під час 

конденсації? 
30. В чому полягає різниця між насиченою та ненасиченою парою? 
31. Дайте означення явища дифузії. 
32. Запишіть в різних формах закон Фіка і поясніть його фізичну суть. 
33. Яку дифузію описує закон Фіка? 
34. Що розуміють під поняттям термічна дифузія? 
35. Дайте означення дифузійного термоефекту. 
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36. Яке явище називають бародифузією? 
37. Запишіть рівняння для визначення густини потоку маси з урахуван-

ням концентраційної, термічної і бародифузії. Поясніть це рівняння. 
38. Запишіть вираз для локальної густини теплового потоку за наявнос-

ті дифузійних процесів. Поясніть цю залежність. 
39. Які диференціальні рівняння необхідні для повного опису теплома-

сообміну в текучому середовищі за наявності дифузійних процесів? 
40. В чому полягає різниця між ендотермічними та екзотермічними хі-

мічними реакціями? 
41. Як пов’язані між собою стехіометричні рівняння хімічної реакції та 

рівняння різниці молярних ентальпій реагентів і продуктів хімічної реак-
ції?. 

42. Що розуміють під поняттям теплоти утворення під час протікання 
хімічної реакції? Як визначають знак цієї теплоти – «плюс» чи «мінус»? 

43. Запишіть і поясніть рівняння енергії тепломасообміну під час хіміч-
них перетворень. 

44. Який фізичний зміст числа (критерію) Льюіса − Семенова Le? 
45. Запишіть і поясніть рівняння рівняннях масообміну під час хіміч-

них перетворень. 
46. За яким правилом визначають питому ізобарну теплоємність газової 

суміші під час розрахунку тепловіддачі, що виникає в процесі проходжен-
ня в цій суміші хімічної реакції? 

47. Запишіть і поясніть формулу перетвореного закону Ньютона – Ріх-
мана для розрахунку густини теплового потоку на поверхні поділу фаз. 

48. Як знаходиться повна ентальпія відновлення hr у випадку, коли хі-
мічні реакції здійснюються в газовій суміші, що рухається з великою шви-
дкістю? 

49. За якими залежностями можна оцінити коефіцієнт відновлення тем-
ператури kbt для ламінарного та турбулентного режиму течії газової суміші 
під час розрахунку тепловіддачі, що виникає в процесі проходження в цій 
суміші хімічної реакції? 
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3 ТЕПЛООБМІН ВИПРОМІНЮВАННЯМ 
 
Процеси променевого теплообміну значно поширені в різних галузях 

техніки: теплотехніці, ядерній енергетиці, ракетній техніці, металургії, сві-
тлотехніці, хімічних технологіях тощо. 

Теплообмін випромінюванням – це процес поширення теплоти шляхом 
електромагнітних хвиль. Теплова енергія, яка переноситься електромагніт-
ними хвилями під час поглинання цих хвиль іншими тілами знову перет-
ворюється на енергію теплового руху молекул або атомів. Збудниками 
електромагнітних хвиль є заряджені частинки: електрони, іони, протони 
тощо. Ці частинки входять як структурні елементи до складу речовини. 
Електромагнітні коливання низької частоти відповідають коливанням іо-
нів, а випромінювання, що обумовлюється рухом електронів, може мати 
високу частоту, якщо ці електрони входять до складу атомів та молекул і 
утримуються біля свого стану рівноваги значними силами. 

В міжвузлях кристалічних ґраток металів електрони рухаються вільно і 
їх гальмування нерегулярне. Внаслідок цього електромагнітне випроміню-
вання металів має характер імпульсів, частота хвиль яких може бути різ-
ною, зокрема і низькою. Будь-яке випромінювання має подвійну природу – 
корпускулярно-хвильову. 

Корпускулярність випромінювання проявляється в тому, що променева 
енергія поширюється та поглинається не безперервно, а окремими дискре-
тними порціями − квантами (квант електромагнітного поля називається 
фотоном). На цій підставі теплове випромінювання можна розглядати як 
фотонний газ. 

Синтезом хвильових і корпускулярних властивостей є твердження, що 
енергія та імпульси випромінювання зосереджені у фотонах, а ймовірність 
знаходження фотона в тому або іншому місці простору – в хвилях. 

Електромагнітне випромінювання має дуже широкий діапазон довжин 
хвиль від λ = 5⋅10-14 м (космічні промені) до λ > 2⋅104 м (радіохвилі) і одна-
кову фізичну природу у всьому діапазоні. Кількісна різниця в довжині 
хвилі є причиною того, що корпускулярні властивості більш чітко прояв-
ляються в короткохвильовому випромінюванні, а хвильові – в довгохви-
льовому. 

Тепловому випромінюванню (інфрачервоне випромінювання) відповідає 
частина електромагнітного спектра з довжиною хвилі λ = (8∙10-7...8⋅10-4) м. 

Випромінювання твердих та рідких тіл, як правило, мають суцільний 
(безперервний) спектр (λ = ∞...0 ). Виключення з цього правила – метали з 
полірованою поверхнею, які мають селективний (переривистий) спектр 
випромінювання. Такий самий спектр мають гази та пари. Інтенсивність 
випромінювання залежить від природи тіла, його температури, довжини 
хвилі та стану поверхні тіла, а для газів − додатково від товщини шару та 
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тиску. Тверді та рідкі тіла мають значні поглинальну та випромінювальну 
здатності, внаслідок чого в променевому теплообміні беруть участь лише 
поверхневі шари: для теплоізоляторів товщина цього шару близько 1 мм, а 
для провідників теплоти близько 10-3 мм [1]. Мала товщина поверхневого 
шару тіла, що бере участь в променевому (radiation) теплообміні, дозволяє 
розглядати теплообмін випромінюванням як поверхневе явище. Гази, пари, 
напівпрозорі тіла (скло, кварц, оптична кераміка тощо) характеризуються 
об’ємним процесом випромінювання, в якому беруть участь всі частинки 
об’єму речовини. 

Під час зростання температури інтенсивність випромінювання збіль-
шується, оскільки збільшується внутрішня енергія тіла, внаслідок чого 
змінюється також і спектральний склад випромінювання, яке зміщується в 
бік короткохвильового випромінювання. У випадку високих температур 
основним видом теплоперенесення є випромінювання, оскільки в процесах 
випромінювання залежність від температури інтенсивності теплового по-
току значно більша, ніж у процесах теплопровідності та конвекції. 

У вакуумі електромагнітні хвилі поширюються зі швидкістю світла 
с = 2,9979⋅108 м/с (с = (ε0µ0)-0,5, тут ε0 = 8,85⋅10-12 Ф/м – абсолютна діелект-
рична проникність вакууму, а µ0 = 1,257⋅10-6 Гн/м – абсолютна магнітна 
проникність). Квант електромагнітного поля – фотон має масу спокою  
m0 = 0, а його релятивіська маса залежить від частоти коливання електро-
магнітного поля: mф = hν/c2 = h/(cλ), де h = 6,626⋅10-34 Дж⋅с – стала План-
ка, ν = с/λ – частота, Гц. 

В цьому розділі будуть розглядатися тільки основні закони теплового 
випромінювання та основні параметри променевих потоків. 

Питання теплообміну випромінюванням між твердими тілами, розділе-
ними прозорим середовищем, а також теплообмін в поглинальних і випро-
мінювальних середовищах, виходять за межі курсу «Теоретичні основи те-
плотехніки» для спеціальності «Галузеве машинобудування». Студенти, 
які бажають більш глибоко ознайомитись з теоретичними та експеримен-
тальними дослідженнями променевого теплообміну можуть звернутися до 
робіт [1, 8]. 

В розділі 3 збережено термінологію та позначення фізичних вели-
чин, загальноприйнятих у науково-технічній літературі для опису про-
цесів променевого енергообміну [1, 2, 4], які не потрібно плутати з ана-
логічними позначеннями, що використовувались під час розгляду інших 
видів теплопередачі. 

 
3.1 Види та параметри променевих потоків 
 
Фізичні тіла випромінюють електромагнітну енергію у вигляді непере-

рвного (суцільного) або переривистого спектра за довжинами хвиль. Якщо 
потік енергії, що випромінюється довільною поверхнею тіла за одиницю 
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Рисунок 3.1 – До визначення 
яскравості випромінювання 
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часу в усіх можливих напрямках півпростору відповідає вузькому інтерва-
лу довжин хвиль [λ, λ+dλ], то він називається монохроматичним або од-
норідним спектральним, або просто однорідним випромінюванням Qλ. 

Сумарне випромінювання з поверхні в усьому діапазоні хвиль елект-
ромагнітного спектра називається інтегральним або повним потоком 
випромінювання Q. Між собою ці потоки пов’язані залежністю [1]: 

 

0
Q Q dλ λ

∞

= ⋅∫ .                                             (3.1) 

 
Для характеристики інтенсивності випромінювання використовують 

поняття поверхневої густини потоку [1]: 
інтегрального випромінювання – 

 
E=dQ/dА, Вт/м2;                                       (3.2) 

 
спектрального випромінювання –  

 

                                            /dQE dE d
dA

λ
λ λ= = , Вт/м3,                           (3.3) 

 
де dА – елементарна площадка (м2), що випромінює елементарний потік dQ 
(Вт) або dQλ (Вт/м). Поверхневі потоки зі всієї поверхні для інтегрального 
та спектрального випромінювання можна знайти із співвідношень (3.2) та 
(3.3): 

A
Q E dA= ⋅∫ ;              (3.4) 

 

A
Q E dAλ λ= ⋅∫ .           (3.5) 

 
Поверхневі густини інтегрального 

та спектрального потоку в інтегральній 
формі пов'язані залежністю, аналогіч-
ною (3.1): 

                0
E E dλ λ

∞

= ⋅∫ .               (3.6) 

 
Густина потоку випромінювання 

змінюється за напрямком випроміню-
вання. Кількість енергії випроміню-
вання з одиниці елементарної площад-

ки dА в напрямку l, що визначається кутом ψ з нормаллю n до поверхні 
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(рисунок 3.1), за одиницю часу в межах одиничного тілесного кута dω, на-
зивається кутовою густиною випромінювання: 
спектрального потоку –  

2d Q dE
I

dA d dλ

ψλ ψλ
ψ ω ω

= =
⋅

;                                    (3.7) 

 
інтегрального потоку –  

 
2d Q dE

I
dA d d

ψ ψ
ψ ω ω

= =
⋅

,                                       (3.8)  

 
де Qψλ, Qψ – відповідно променеві потоки спектрального та інтегрального 
випромінювання в напрямку l; Eψλ, Еψ – поверхневі густини спектрального 
та інтегрального потоків у напрямку l. Із співвідношень (3.7) та (3.8) ви-
пливає, що: 

dE I d
λ λψ ψ ω= ;                                           (3.9) 

 
dE I dψ ψ ω= .                                            (3.10) 

 
Якщо в (3.2) та (3.9) потоки спектрального та інтегрального випромі-

нювання віднести до площадки dАn, ортогональної до напрямку l  
(dАn = dА⋅cosψ – проекція площадки dА), то отримаємо величини, які нази-
ваються інтенсивностями або яскравостями (brightness) випромінюван-
ня: 
спектрального потоку –  

 
2 2

cos cosn

d Q d Q I
I

dA d dA d
λ λ λψ ψ ψ

λ ω ψ ω ψ
= = =

⋅ ⋅ ⋅
, 2

Вт
срм

;         (3.11) 

 
інтегрального потоку –  

 
2 2

cos cosn

d Q d Q I
I

dA d dA d
ψ ψ ψ

λ ω ψ ω ψ
= = =

⋅ ⋅ ⋅
, 3

Вт
срм

,         (3.12) 

звідки: 
2 cosd Q I d dA

λψ λ ω ψ= ⋅ ⋅ ⋅ ;                        (3.13) 
 

2 cos .d Q I d dAψ ω ψ= ⋅ ⋅ ⋅                             (3.14) 
 
Яскравості інтегрального та спектрального потоків між собою пов'язані 
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співвідношенням 

0
I I dλ λ

∞

= ⋅∫ .                                                (3.15) 

Якщо інтенсивність випромінюван-
ня однакова в усіх напрямках, то таке 
випромінювання носить назву ізотроп-
ного [1]. Випромінювання, що визна-
чається природою розглядуваного тіла 
та його температурою, називається 
власним випромінюванням. Якщо 
випромінювання виходить з поверхні 
твердого тіла, то воно називається іде-
ально-дифузійним випромінюван-
ням. 

В променевому теплообміні, зазви-
чай, беруть участь як мінімум два тіла. 
Енергія, що випромінюється одним ті-
лом, може частково поглинатись, від-

биватись поверхнею іншого тіла або проходити крізь нього (рисунок 3.2). 
За законом збереження енергії густини падаючого Епад, відбитого Евід, 

поглинутого Епогл та пропущеного Епроп, потоків пов'язані залежністю  
 

Епад = Епогл+Евідб+Епроп.                              (3.16) 
 
Густини поглинутого, відбитого та пропущеного потоків можна вира-

зити як частини падаючого потоку:  
 

Епогл = А⋅Епад;                                             (3.17) 
 

Евідб = R⋅Епад;                                              (3.18) 
 

Епроп = D⋅Епад,                                             (3.19) 
 

де A, R, D – відповідно коефіцієнти поглинання, відбивання (reflection) та 
пропускання – прозорості (transparency), причому A+R+D = 1, а значення 
коефіцієнтів лежать в межах від 0 до 1. Тіла, у яких A = 1, поглинають всю 
падаючу на них енергію, називаються абсолютно чорними. Коефіцієнт A 
може бути спектральним (Аλ) чи інтегральним А. Реальні тіла, у яких  
0 ≤А ≤ 1 та Аλ = const, називаються сірими. 

Тіла з коефіцієнтом відбивання R = 1 називаються абсолютно дзерка-
льними або блискучими. Якщо відбивання енергії є ідеально дифузійним 
(ізотропним), то поверхня тіла називається абсолютно білою. Ця поверхня 

Епад 

Епогл 
Евідб 

Епроп 

Рисунок 3.2 – Ілюстрація взаємодії 
потоку випромінювання, що падає, 

з поверхнею тіла 
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відбиває випромінювання рівномірно в усіх напрямках незалежно від на-
прямку падаючого на поверхню випромінювання. 

Тіла, які повністю пропускають падаючий на них потік (D=1) енергії, 
називаються абсолютно прозорими або діатермічними. Тонкі шари сухо-
го повітря, шари атомних газів можна вважати такими тілами. Тіла, в яких 
0 ≤ D ≤ 1, називаються напівпрозорими. До них відноситься скло, кварц, 
сапфір, діамант тощо. 

Сумарна густина потоків власного Eвлас та відбитого Евідб випроміню-
вання, що випускається поверхнею розглядуваного тіла, називається гус-
тиною ефективного випромінювання [1] (рисунок 3.3): 

 
Ееф = Евлас + Евідб   = Евлас + R⋅Епад.                                 (3.20) 

 

Променевий теплообмін між тілами визначається потоком результую-
чого випромінювання qрез, який є різницею між променевим потоком, що 
отримує розглядуване тіло ззовні, та променевим потоком, який це тіло по-
силає в навколишній простір. Під час дослідження променевого теплооб-
міну результуючий потік, залежно від розташування умовної розрахунко-
вої поверхні (рисунок 3.4), можна знаходити різними способами [1]: 

1. Нуссельта – потік визначається за рівнянням теплового балансу від-
носно поверхні а-а, що розташована в середині тіла поблизу його поверхні 
за умови, що Епроп = 0: 

qрез = Евлас–Епогл = Евлас –А⋅Епад.                              (3.21) 
 
2. О. Е. Власова – знаходиться за рівнянням теплового балансу віднос-

но уявної поверхні б-б, що знаходиться зовні тіла, але близько до його по-
верхні: 

Евлас 

Ееф Епад 

Епад1 

а б 

Епогл 

Епад2 

в 
 

а б в 
Рисунок 3.4 – До визначення  

результуючого теплового потоку 
випромінювання 

Евлас 

Ееф 

Епад 
Евідб 

Рисунок 3.3 – До визначення густини 
ефективного випромінювання 
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qрез = Ееф – Епад.                                              (3.22) 
 
3. Ю. О. Сурінова – визначається за різницею зустрічних потоків (Епад1 

та Епад2), які падають на умовну поверхню в-в: 
 

qрез = Епад1 – Епад2.                                          (3.23) 
 
Результуючий потік qрез може бути величиною додатною, від'ємною 

або дорівнювати нулю (рівноважне випромінювання). 
Порівнюючи залежності (3.21) та (3.22), можна встановити взаємозв'я-

зок між густинами результуючого та ефективного потоків випромінюван-
ня: 

11влас
еф рез

ЕЕ q
А А

 = + − 
 

                                (3.24) 

 
або з урахуванням, що для D = 0  

                                       1 11 А A R A R
А А A A

− − −
− = = = −  

 
влас

еф рез
Е RЕ q

А A
= − .                                        (3.25) 

 
Для абсолютно чорного тіла А = 1 і ефективне випромінювання виро-

джується у власне: Ееф = Евлас = Ео. 
Середовище, яке заповнює деякий об'єм простору, може також випро-

мінювати, поглинати або розсіювати енергію. Потоки випромінювання се-
редовища можна характеризувати залежностями, які аналогічні наведеним 
для твердих тіл. З цими залежностями можна ознайомитись в роботі [1]. 

Напрямок найбільш інтенсивного перенесення променевої енергії в ро-
зглядуваній точці поля випромінювання визначається вектором випромі-
нювання (радіації): 

4
резx резy резzpq i q j q k q I l d

π
ω

→ → → → →

= + + = ∫ ,              (3.26) 

 

де , ,i j k
→ → →

 – одиничні вектори за напрямком осей координат, відповідно, Оx, 
Оy, Оz; qрезx, qрезy, qрезz – проекції густини результуючого потоку випромі-
нювання на координатні осі; I – інтенсивність випромінювання (яскра-
вість); l – напрям випромінювання; dω – елементарний тілесний кут. 

Якщо променеве перенесення теплоти розглядається як процес поши-
рення фотонів, то використовують градієнтну форму вектора густини по-
току випромінювання, аналогічну закону Фур'є [1]: 
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p pq gradTλ
→

= − ⋅ ,                                  (3.27) 
 

де 3016
3p Tσλ

α
=  – умовний коефіцієнт теплопровідності за рахунок випро-

мінювання (радіації), який можна ввести для відносно малої довжини про-
бігу фотона, що дозволяє розглядати променеве перенесення теплоти як 
дифузію енергії випромінювання у фотонному газі;  
σ0 = 5,67 10-8, Вт/(м2⋅К4) – стала Стефана – Больцмана; α  – середній кое-
фіцієнт тепловіддачі тіла. 

Дифузійне уявлення про перенесення променевої енергії за умов близь-
ких до термодинамічної рівноваги також справедливе і для сірих середо-
вищ, що мають велику оптичну товщину [1], а також для систем випромі-
нюючих тіл простої геометричної форми. 

 
3.2 Закони теплового випромінювання 
 
Теплове випромінювання регламентується законами Планка, Релея – 

Джинса, Віна, Стефана – Больцмана, Кірхгофа і Ламберта. Всі ці закони 
отримані для ідеального абсолютно чорного тіла та термодинамічної рів-
новаги. У випадку термодинамічної рівноваги всі тіла, що входять до ви-
промінювально-поглинальної системи, набувають однакової температури. 
Випромінювання, яким обмінюються тіла в стані термодинамічної рівнова-
ги, називається рівноважним або чорним. Під час термодинамічної рівно-
ваги кожне із тіл системи випромінює та поглинає енергію в однакових кі-
лькостях, внаслідок чого результуючий тепловий потік Qрез=0. Це говорить 
про те, що теплове випромінювання має динамічний характер. 

 
3.2.1 Закон Планка 
 
Випромінювання енергії за довжинами хвиль проходить нерівномірно 

та залежить від температури. В 1900 році Планком була встановлена зале-
жність спектральної густоти потоку випромінювання від довжини хвилі та 
температури: 

 
2

1/( )1
0 5

2 1C TCE e λ
λ

π
λ

−
 = −  ,                             (3.28) 

 
де С1 = hс2 = 5,95⋅10-17, Вт.м2 – перша константа випромінювання; 
C2 = hc/k = 1,439⋅10-2, м⋅К – друга константа випромінювання; λ – довжина 
хвилі, м; Т – температура тіла, К; с = 2,998⋅108 – швидкість світла у вакуу-
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мі, м/с; h = 6,626⋅10-34, Дж⋅с – стала Планка; k = 1,381⋅10-23, Дж/К – стала 
Больцмана. 

Закон Планка встановлений теоретично. Відносно нечорних тіл він ви-
ражає максимально можливу густину потоку випромінювання. Для цих тіл 
випромінювання під час термодинамічної рівноваги зі спектром, подібним 
до спектра рівноважного випромінювання систем абсолютно чорних тіл, 
називається сірим. 

Для нечорних тіл спектральний склад випромінювання окрім довжини 
хвилі залежить також від фізичних властивостей тіл і, зазвичай, знаходить-
ся дослідним шляхом. 

 
3.2.2 Закон Релея − Джинса 
 
Цей закон отримано раніше від закону Планка експериментально. Він є 

одним з межових випадків закону Планка для λТ >> С2. Розкладаючи екс-
поненціальну функцію 2 /( )С Те λ  в степеневий ряд 

2

2
/( ) 2 21 11 ...

1! 2!
С Т С Се

Т Т
λ

λ λ
   = + + +   
   

 і обмежуючись його першими двома 

складовими, знайдемо вираз для закону Релея – Джинса [1]: 
 

4
0 1 22 / ( )E С Т Сλ π λ= .                                     (3.29) 

 
3.2.3 Закон зміщення Віна 
 
Закон зміщення Віна є другим межовим випадком закону Планка для 

λТ << С2. Оскільки 2 /( )С Те λ
 >> 1, то нехтуючи у формулі (3.28) одиницею, 

матимемо закон, який Він отримав в 1893 році: 
 

2 /( )1
0 5

2 С ТCE е λ
λ

π
λ

−= .                                (3.30) 

 
Якщо похідну dE0λ/dλ в законі Планка (див. (3.28) прирівняти до нуля, 

то знайдемо іншу форму закону Віна: 
 

λmax⋅T = С3,                                                 (3.31) 
 

де λmax – довжина хвилі випромінювання, якій відповідає максимальна гус-
тина випромінювання; С3 = 2,8978⋅10-3, м⋅К – стала. З залежності (3.30) ви-
дно, що зі зростанням температури максимальне значення (Е0λ)max зміщу-
ється в бік коротких хвиль. Підставляючи з (3.31) значення λmax в (3.28) ма-
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тимемо: 
 

(Е0λ)max = С4⋅Т5,                                          (3.32) 
 

де С4 = 1,286⋅10-5 Вт/(м3⋅К5) – стала. 
Розділивши (3.28) на (3.32), отримаємо закон Планка в безрозмірному 

вигляді: 

2
1/( )0 1

5
0 max 4

2 1
( ) ( )

C TЕ C e
Е C T

λλ

λ

π
λ

−
 = −                          (3.33) 

 
або, підставивши з (3.31) Т = 2,8978⋅10-3/λmax, знайдемо 

 
1/( / )0 1 6 max

5
0 max max5 max

2 1
( ) ( / )

CЕ C e f
Е C

λ λλ

λ

π λ
λλ λ

−   = ⋅ − =     
,        (3.34) 

 
де С5 = 2,623.10-18 Вт/(м2К4) та С6 = 4,966 – сталі. 

Графічно закон Планка в безрозмірному вигляді (3.34) можна подати 
кривою, зображеною на рисунку 3.5. Як видно з цього рисунку, максимум 
відношення Е0λ/(Е0λ)max = 1 відповідає λ/λmax =1. Ця графічна залежність 
справедлива для будь-яких довгих хвиль та температур тіла. 

 
3.2.4 Закон Стефана – Больцмана 
 
Задовго до появи квантової теорії Планка Стефаном експериментально 

(в 1879 році), а Больцманом теоретично (в 1884 році) була встановлена за-
лежність густини інтегрального потоку півсферичного випромінювання від 

температури. Для абсолютно чорних 
тіл ця залежність має вигляд: 

4
0 0 0

0
Е Е d Tλ λ σ

∞

= = ⋅∫ ,   (3.35) 

 
де σ0=5,675310-8, Вт/(м2⋅К4) − стала 
Стефана − Больцмана. Для практично-
го розрахунку частіше використовують 
іншу форму закону Стефана – Больц-
мана: 

4

0 0 100
TE C  =  

 
,            (3.36) 

 
де С0 = 5,6703 ≈ 5,67, Вт/(м2⋅К4) – ви-
промінювальна здатність абсолютно 
чорного тіла. 

λ/λmax 

E 0
λ/(

E 0
λ)

m
ax

 

Рисунок 3.5 – Графічна ілюстрація 
закону Планка в безрозмірному 

вигляді 
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Інтенсивність об’ємного випромінювання у вакуумі не залежить ні від 
координат, ні від напрямку. Закон Стефана – Больцмана для об’ємної гус-
тини U0 інтегрального випромінювання в вакуумі виражається форму- 
лою [1]: 

0 0 0 0
4

1 4 4U I d I E
с с сπ

πω= = =∫
 
≈ 1,3∙10-8 Е0, Вт·с/м3 (Дж/м3),        (3.37) 

 
де І0 = Е0/π ≈ 3,18·10-1 Е0 Вт/(м2 ср) – яскравість випромінювання абсолю-
тно чорного тіла; dω – елементарний тілесний кут. 

Для сірих тіл закон Стефана – Больцмана має вигляд: 
 

4 4

0 0 100 100
Т ТЕ Е С Сε ε    = ⋅ = ⋅ =   

   
,                    (3.38) 

 
де ε = Е/Е0 = С/С0 – коефіцієнт теплового випромінювання; С – випромі-
нювальна здатність сірого тіла, Вт/(м2⋅К4). Коефіцієнт теплового випромі-
нювання сірого тіла залежить від природи, температури та стану поверхні 
тіла. В більшості випадків цей коефіцієнт знаходять експериментально. 
 

3.2.5 Закон Кірхгофа 
 
Кількісний зв’язок між енергіями випромінювання та поглинання пове-

рхнями сірих тіл та абсолютно чорних тіл установлюється за законом Кір-
хгофа за умови термодинамічної рівноваги у випромінювально-
поглинальній системі коли енергія випромінювання дорівнює енергії пог-
линання, тобто: 

 
Е1 = Епогл1 = А1⋅Епад1 = А1⋅Е0; Е2 = Епогл2 = А2⋅Епад2 = А2⋅Е0; ..       
.. Еn =Епоглn=Аn⋅Епадn =Аn⋅Е0,                                                                  (3.39) 
 

звідки отримаємо 
 

Е1/А1 = Е2/А2 = ... = En/An = E0 =f(T).                      (3.40) 
 
Враховуючи в (3.40) залежність (3.38), знайдемо 
 

Е = εЕ0 = АЕ0,                                      (3.41) 
звідки 

ε = А.                                                    (3.42) 
Залежність (3.42) показує, що у випадку термодинамічної рівноваги ко-

ефіцієнти випромінювання та поглинання сірих тіл рівні між собою.  
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Закон Кірхгофа справедливий і для спектрального теплового випромі-
нювання як в напрямку, нормальному до поверхні тіла, так і в кутовому 
напрямку: 

ελ = Еλ/Е0λ;                                           (3.43) 
 

εψλ = Еψλ/Е0ψλ.                                      (3.44) 
 
3.2.6 Закон косинусів Ламберта 
 
Закон Ламберта встановлює зв’язок між кутовими густинами випромі-

нювання тіла в напрямках нормалі до поверхні тіла Іn і під кутом ψ (Iψ): 
 

Iψ = Incosψ.                                          (3.45) 
 
В підрозділі 3.1 було встановлено (див. залежність (3.12), що яскравість 

випромінювання I = Iψ/cosψ. Порівнюючи цю залежність з (3.45), знайдемо 
I = In. Це означає, що у випадку, коли випромінювання тіла підлягає закону 
Ламберта, то яскравість не залежить від напрямку і є величиною постій-
ною. 

Яскравість I і густина інтегрального напівсферичного теплового ви-
промінювання Е пов’язані залежністю [1]: 

 
I = E/π.                                              (3.46) 

 
Закон Ламберта справедливий для чорних тіл і тіл з дифузійним ви-

промінюванням. Багато тіл йому не підлягають, наприклад, поліровані  
ψ = 60º...80º. 

 
3.2.7 Чорні температури 
 
Під чорною температурою розуміють таку умовну температуру, яку б 

могло мати тіло за умови, що його випромінювання чорне. Кожне тіло мо-
же характеризуватись цілим рядом чорних температур, які визначаються 
видом випромінювання, що випускається тілом.  

У випадку однаковості густин потоків інтегрального випромінювання 

досліджуваного та абсолютно чорного тіл ( ) ( )o рE T E T =  , чорна темпе-
ратура називається радіаційною Тр. Знаходять цю температуру за законом 
Стефана – Больцмана: 

4
рТ Т ε= ⋅ ,                                        (3.47) 

де Т – дійсна температура, К; ε – коефіцієнт випромінювання. 
Чорну температуру, визначену шляхом порівняння спектральних пото-
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ків випромінювання, називають кольоровою Tк. Зазвичай, у цьому випад-
ку розглядають випромінювання лише для яких-небудь двох довжин хвиль 
λ1 та λ2 (двох кольорів) і використовують пропорцію: 

 
1 1

2 2

0

0

( ) ( )
( ) ( )

к

к

Е Т Е Т
Е Т Е Т

λ λ

λ λ

= .                                (3.48) 

 
Звідки, використовуючи закон зміщення Віна (3.30), залежності (3.43) 

та (3.44), отримаємо: 
( )

( )
1 1

2 1 2
1 1

1 2 2 1 2ln( / )к

C Т
Т

T Сλ λ

λ λ

ε ε λ λ

− −

− −

− ⋅
=

⋅ + −
,                      (3.49) 

 
де ελ1 та ελ2 – спектральні коефіцієнти випромінювання. 

Порівнянням яскравостей випромінювання досліджуваного та абсолю-
тно чорного тіл ( ) ( )o яI T I Tλ λ =   знаходять чорну температуру Тя, яку на-
зивають яскравісною і визначають за формулою [1]: 

 
2

2 lnя
С ТТ

С Т λλ ε
⋅

=
−

.                                   (3.50) 

 
Співвідношення (3.47), (3.49) та (3.50) лежать в основі оптичних мето-

дів безконтактного вимірювання високих температур (пірометри різних 
типів [3, 16]). 

 
3.3 Методи визначення випромінювальної здатності твердих тіл 
 
Під час дослідження променевого теплообміну між твердими тілами, 

що розділені прозорим середовищем, для визначення результуючих пото-
ків випромінювання необхідно знати випромінювальні здатності (або кое-
фіцієнти теплового випромінювання) тіл, які беруть участь в променевому 
теплообміні. 

Випромінювальна здатність залежить від природи випромінювального 
тіла, його температури та стану поверхні, а для металів – від ступеня окис-
лення їх поверхні. Коефіцієнт теплового випромінювання чистих металів 
можна розрахувати за формулою [1]: 

 

3,49
100е
Тε ρ  =  

 
,                                   (3.51) 
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де ρе – питомий електричний опір металу при 0 ºC, Ом⋅мм2/м; Т – темпера-
тура металевого тіла, К. 

Коефіцієнти випромінювання сплавів та інших реальних тіл знаходять 
дослідним шляхом різними методами: радіаційним, калориметричним, ре-
гулярного теплового режиму та неперервним нагріванням з постійною 
швидкістю. Для досягнення потрібної точності під час використання цих 
методів перенесення теплоти за рахунок конвекції та теплопровідності має 
бути значно меншим порівняно з теплопередачею випромінюванням. 

Обсяг посібника не дозволяє детально розглянути всі перераховані ме-
тоди визначення випромінювальної здатності твердих тіл, тому обмежи-
мось знайомством лише з радіаційним методом. Цей метод ґрунтується на 
порівнянні випромінювання досліджуваного тіла з випромінюванням абсо-
лютно чорного тіла або іншого тіла з відомою випромінювальною здатніс-
тю (еталоном). Основною вимірювальною ланкою експериментального 
пристрою є диференціальна термопара (thermopair) [16]. Один спай тер-
мопари сприймає випромінювання досліджуваного тіла, а інший – еталона. 
Результуючий потік випромінювання визначається за термоелектричною 
рушійною силою диференціальної термопари, яка вимірюється гальвано-
метром. Залежність для розрахунку густини q1,2 результуючого потоку ви-
промінювання згідно з законом Стефана – Больцмана можна записати в та-
кому вигляді: 

4 4
1 2

1,2 100 100c

T Tq C k ϕ
    = − = ⋅    
     

,                  (3.52) 

звідки 
Сс=(k⋅ϕ)/[(T1/100)4–(T2/100)4)],                               (3.53) 

 
де Сс – випромінювальна здатність досліджуваного тіла, Вт/(м2К4);  
Т1, Т2 – відповідно абсолютні температури досліджуваного тіла та прийма-
ча випромінювання (один зі спаїв термопари), К; k – стала вимірювального 
приладу, ϕ – показання гальванометра. 

Сталу приладу k знаходять із попередніх тарувальних дослідів, в яких 
досліджуване тіло замінено еталоном 

 
4 4

2

100 100
e e

e

C T Tk
ϕ

    = −   
    

,                              (3.54) 

 
тут Се – відома випромінювальна здатність еталона, Вт/(м2К4); ϕе – пока-
зання гальванометра під час дослідів з еталоном; Те – абсолютна темпера-
тура еталона, К. 
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3.4 Рівняння перенесення променевої енергії в поглинальних, 
поглинально-випромінювальних та поглинально-випромінювально-
розсіювальних спектральних середовищах 

 
Середовища та речовини по-різному взаємодіють з променевими пото-

ками. Як уже відмічалося, променева енергія може тілами та середовища-
ми поглинатись, відбиватись, пропускатись і розсіюватись. Напівпрозорі 
середовища та речовини (гази, пари, скло, кераміка, напівпровідники та 
ін.) можуть пропускати тільки обмежену кількість променевої енергії пев-
ного спектрального складу. Інша частина цієї енергії поглинається цими 
середовищами чи речовинами та розсіюється. Крім того, середовище може 
мати також власне випромінювання. Внаслідок описаних процесів інтен-
сивність випромінювання вздовж якого-небудь напрямку l буде змінюва-
тись. Зміна цієї інтенсивності визначається через рівняння перенесення 
променевої енергії. 

 
3.4.1 Рівняння перенесення променевої енергії в поглинальному 

спектральному середовищі 
 
Нехай на межовій поверхні поглинального середовища інтенсивність 

суцільного спектрального випромінювання зовнішнього джерела задана у 
формі яскравості , 0Iλ = , причому процес променевого перенесення енергії 
одновимірний (здійснюється тільки у якому-небудь напрямку l ), а власне 
випромінювання середовища відсутнє. Процес поглинання випромінюван-
ня за описаних умов можна виразити диференціальним рівнянням [1] 

 
, п, ,dI k I d lλ λ λ= − ⋅
 

,                                         (3.55) 
 

де ,dIλ 

 – зміна яскравості випромінювання джерела на проміжку dl ;  

п,k λ  – спектральна поглинальна властивість середовища; ,Iλ 

 – яскравість 
випромінювання на відстані l від точки розташування джерела. 

Інтегруючи (3.55), отримаємо залежність для визначення спектральної 
яскравості в будь-якій точці напрямку l : 

п,
0

, , 0 , 0

e

k d
LI I e I e

λ
λ

λ λ λ

−
−

= =

∫
= ⋅ =



  

,                    (3.56) 
 

де Lλ = ,
0

п

l
k dlλ∫  – оптична товщина середовища (розмірність п,k λ , -1м ).  
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Вираз (3.56) отримав назву закону Бугера [1]. Зазвичай, середнє зна-

чення 1-
п, офk lλ = , де 1-

офl  – середня довжина вільного пробігу фотона [1]. За 
законом Бугера легко розрахувати спектральний коефіцієнт поглинання 
середовища 

( ), 0 , , 0/ 1 LA I I I e λ
λ λ λ λ

−
= == − = −
  

,                            (3.57) 
 

звідки для випадку термодинамічної рівноваги (рівноважне випроміню-
вання) на основі закону Кірхгофа матимемо, що 1 LA e λ

λ λε −= = −  (тут λε  – 
спектральний коефіцієнт випромінювання середовища). Поглинальна влас-
тивість середовища п,k λ  залежить від фізичної природи середовища, дов-
жини (частоти) хвилі випромінювання, температури та тиску (для газів й 
парів), тому коефіцієнти поглинання Aλ  суттєво змінюються навіть в ме-
жах однієї і тієї самої смуги спектра. 

В 30 – 40-х роках 20-го століття радянський фізик В. О. Фабрикант за-
стосував закон Бугера до середовищ, які підсилюють та випромінюють 
променеві потоки та отримав цікаві теоретичні результати. Розвиток ідей 
В. О. Фабриканта у післявоєнні часи привів до створення мазерів та лазе-
рів. 

 
3.4.2 Рівняння перенесення променевої енергії у поглинально-

випромінювальних та поглинально-випромінювально-розсіювальних 
спектральних середовищах 

 
Якщо середовище не тільки поглинає променеву енергію, але ще й має 

власне випромінювання, то диференціальне рівняння (3.55) необхідно за-
писати так [1]: 

( ), п, 0, ,dI k I I d lλ λ λ λ= − ⋅
 

,                                (3.58) 

 
де 0,I λ  – спектральна яскравість випромінювання абсолютно чорного тіла 
за температури середовища. Інтегрування рівняння (3.58) за умов постій-
ності оптичних властивостей середовища, температури та тиску (для газів) 
в ньому дає: 

( ) ( ), , 0 , , 0 ,1 1 ,L L
o oI I e I e I A I Aλ λ

λ λ λ λ λ λ λ
− −

= == + − = − +
  

        (3.59) 
 

де враховано, що 1 LA e λ
λ

−= −  (див. (3.57). 
Зміна яскравості випромінювання в спектральному поглинально-

випромінювально-розсіювальному середовищі описується диференціаль-
ним рівнянням, аналогічним (3.56): 
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( ), 0, , o,dI I I k d lλ λ λ λ= −
 

,                              (3.60) 
 

де o,k λ  – спектральна ослаблювальна властивість середовища [17]. 
 
3.5 Основні поняття складного теплообміну. Критерії радіаційної 

подібності 
 
В реальних тілах і середовищах теплота переноситься всіма трьома ви-

дами перенесення: теплопровідністю, конвекцією та випромінюванням. 
Такий вид теплообміну називають складним, який поділяють на радіацій-
но-конвективний та радіаційно-кондуктивний. Радіаційно-
кондуктивний теплообмін здійснюється в нерухомому ослаблювальному 
теплопровідному середовищі шляхом теплопровідності та випромінюван-
ня. Більш складним є радіаційно-конвективний теплообмін, де теплота пе-
реноситься теплопровідністю, випромінюванням і конвекцією. 

Як і у випадку конвекції, складний теплообмін описується системою 
диференціальних рівнянь, що містить рівняння енергії, руху та суцільності 
(нерозривності потоку) із заданими умовами однозначності. В загальному 
випадку для стаціонарного радіаційно-конвективного теплообміну в одно-
компонентній нестисливій рідині, яка може поглинати, випромінювати та 
розсіювати енергію випромінювання, рівняння енергії за відсутності внут-
рішніх джерел теплоти та дисипації механічної енергії, можна подати у ви-
гляді векторної суми [1]: 

 
0т к рdivq divq divq+ + =

   ,                                 (3.61) 
 

де , ,т к рq q q    – відповідно вектори густини теплового потоку, що сформо-
вані за рахунок теплопровідності, конвекції та радіації (випромінювання). 

В загальному випадку задачі складного теплообміну дуже трудомісткі 
та, зазвичай, розв’язуються числовими методами або шляхом експеримен-
тальних досліджень. Стосовно радіаційно-кондуктивного теплообміну в 
оптично тонких ( 1Lλ << ) та оптично товстих ( 1Lλ >> ) шарах середовищ 
знайдено відносно прості розв’язки [1]. Наприклад, залежність (3.60) за ві-
дсутності конвекції набуває вигляду: 

 
( )т рdiv gradt divqλ = .                                 (3.62) 

 
Для одновимірної задачі (3.62) можна подати як рівність 
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т p
dtq q const
dx

λ= − + = ,                              (3.63) 

де тλ  – коефіцієнт теплопровідності тіла (середовища). Наприклад, для оп-
тично тонкого шару середовища, розміщеного між двома непрозорими, па-
ралельно розташованими на відстані l стінками, що мають відповідно тем-
ператури 1T  та 2T  й коефіцієнти поглинання 1A  та 2A , густина радіаційного 
теплового потоку визначається на основі закону Стефана – Больцмана за 
формулою [1]: 

( )4 4
1 2

1 1
1 2 1
o

p

T T
q

A A
σ

− −

−
=

+ −
.                                          (3.64) 

 
Із (3.64) можна зробити висновок, що qp не залежить від положення 

будь-якої розглядуваної в цьому середовищі точки. Інтегруючи (3.63), 
знайдемо: 

/т р т рq q q T l qλ= + = ∆ + ,                                 (3.65) 
 

де /т тq T lλ= ∆  – густина теплового потоку, що переноситься за рахунок 
теплопровідності середовища; 1 2T T T∆ = − . 

Розв’язки для аналогічного плоско-паралельного середовища, але з оп-
тично товстим шаром, описуються такими залежностями [1]: 

 
216

3
o

p
п

t dtq
dxk

σ
= − ;                                            (3.66) 

 
216

3
o

т
п

dt tq
dx k

σλ= − − ,                                       (3.67) 

 
звідки після інтегрування в межах [ ],x l  та [ ]1 2,T T , отримаємо: 

 

( ) ( )4 4
1 2/ 4 / 3 пт oq T l T T k lλ σ= ∆ + − ,                            (3.68) 

 
де пk  – усереднена за спектром поглинальна властивість середовища. 

Для радіаційно-конвективного теплообміну розв’язування задачі навіть 
для простих випадків значно складніше. Під час практичного розрахунку 
інженерних задач такого виду теплообміну широко використовують чис-
лові методи та теорію подібності, критерії (числа) якої стосовно промене-
вого теплообміну мають свою специфіку та називаються критеріями радіа-
ційної подібності. Розглянемо деякі з цих критеріїв [1]. 
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Радіаційне число Нуссельта 
 

pp p oNu lα λ= ,                                        (3.69) 
 

де pα  – радіаційний коефіцієнт тепловіддачі, Вт/(м2·К); ol  – характерний 
розмір тіла, м, наприклад, радіус or  або діаметр 2o od r=  труби, в якій здій-

снюється радіаційно-конвективний теплообмін; 
316

3
o

p
п

T
k

σλ =  – радіаційний 

коефіцієнт теплопровідності [1], Вт/(м·К). 
Радіаційне число Пекле 

 
/ pp oPe wl a= ,                                            (3.70) 

 
де ( )/p p pa cλ ρ=  – радіаційний коефіцієнт температуропровідності. 

Число Больцмана 
( )3/p oBo c w Tρ σ=                                         (3.71) 

 
− характеризує співвідношення між густинами теплового потоку, що пере-
носиться конвекцією pq c w Tκ ρ= ∆  та випромінюванням 3

p pq c T T= ∆  (тут 

oT T T∆ = − ; oT  – яка-небудь початкова температура). 
Число Кірпічова  

3 /o c oKi T kσ λ=                                            (3.72) 
 

– характеризує співвідношення між густинами теплового потоку, що пере-
носиться радіацією pq  та теплопровідністю тq ; ,c okλ  – відповідно коефіці-
єнти теплопровідності та ослаблення середовища. 

Число Старка  
3

т/o oSt T lσ λ=                                           (3.73) 
 

− визначає тепловий баланс на поверхні тіла, що бере участь в радіаційно-
кондуктивному теплообміні. 

Число Бугера 
o ocBu k l=                                                   (3.74) 

− характеризує оптичну густину середовища (тут ,o ock l  – відповідно сере-
дній коефіцієнт ослаблення та характерний розмір ослаблювального сере-
довища). 
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3.6 Запитання для самоперевірки до розділу 3 
 
1. Яку природу має теплове випромінювання? 
2. Які тіла мають суцільний, а які селективний спектр випромінювання?  
3. Який вид теплопередачі є переважним за високих температур? 
4. Назвіть основні види та параметри променевих потоків. 
5. Як пов’язані між собою параметри інтегрального та спектрального 

потоків випромінювання? 
6. Як пов’язані між собою поверхневі та кутові густини потоків випро-

мінювання? 
7. Запишіть закон збереження енергії під час взаємодії потоку випромі-

нювання, що падає, з тілом. 
8. Які тіла називають абсолютно чорним, білим і прозорим? 
9. Яку величину називають густиною ефективного випромінювання? 
10. За якими способами можна визначити густину результуючого теп-

лового потоку випромінювання під час його взаємодії з твердим тілом? 
11. Яке випромінювання називається рівноважним або чорним? 
12. Запишіть вираз закону Планка і поясніть його. 
13. За яких умов із закону Планка можна отримати закони Релея – 

Джинса та Віна ? 
14. Наведіть математичну залежність для закону Стефана – Больцмана і 

поясніть її. 
15. Як можна розрахувати на основі закону Стефана – Больцмана ви-

промінювальну здатність і коефіцієнт випромінювання сірого тіла? 
16. Який фізичний зміст має закон Кірхгофа? 
17. Що установлює закон косинусів Ламберта? 
18. Що розуміють під поняттям «чорна» температура? 
19. На які види поділяються «чорні» температури? 
20. Перерахуйте методи визначення випромінювальної здатності твер-

дих тіл. 
21. Поясніть суть радіаційного методу визначення випромінювальної 

здатності твердих тіл. 
22. Запишіть і поясніть рівняння Бугера для перенесення променевої 

енергії в поглинальному спектральному середовищі. 
23. Що розуміють під оптичною товщиною середовища Lλ?  
24. В чому полягає відмінність між рівняннями для перенесення про-

меневої енергії у поглинально-випромінювальних і поглинально-випро-
мінювально-розсіювальних спектральних середовищах порівняно з рівнян-
ням перенесення енергії в поглинальному спектральному середовищі? 

25. На які види поділяють складний теплообмін та як розраховується 
густина теплового потоку для оптично тонких та товстих середовищ? 
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4 ТЕПЛОВІ НАПРУЖЕННЯ ТА ДЕФОРМАЦІЇ 
 
Теплота, що виділяється під час роботи теплових машин, таких як дви-

гуни внутрішнього згоряння, реактивні двигуни та ін., і нетеплових «холо-
дних» машин, які працюють на високих швидкостях з великими наванта-
женнями (металорізальні верстати, різного типу транспортувальні машини, 
преси, молоти, вібраційні технологічні машини тощо), суттєво впливає на 
роботу механізмів та деталей цих машин. Цей вплив обумовлений тим, що 
підвищення температури деталей і механізмів машин супроводжується 
зміною їхніх лінійних розмірів, що може спричинити виникнення в деталях 
механізмів високих напружень і деформацій. 

Якщо матеріал під час змін температури позбавлений можливості віль-
но розширюватись або стискатись, то в такій деталі виникають теплові на-
пруження, обумовлені гальмуванням теплових деформацій спряженими 
деталями або їх елементами. Ці гальмування поділяють на два види [18] – 
гальмування суміжності (гальмування спряженою деталлю) та гальмування 
форми (гальмування деформацій волокон деталі суміжними волокнами). 

Гальмування суміжності виникає у з’єднанні деталей, виготовлених із 
матеріалів з неоднаковим коефіцієнтом лінійного теплового розширення, 
які під час роботи механізму мають різні температури. 

Суть процесу гальмування суміжності та виникнення в цьому випадку 
теплових напружень пояснимо на прикладі з’єднання деталей, зображено-
му на рисунку 4.1 [18]. 

Нехай втулка 2 та шпилька 1, що 
її стягує, виготовлені із матеріалів з 
різними коефіцієнтами 1ξ  та 2ξ  теп-
лового лінійного розширення.  

Під час роботи цього з’єднання в 
стаціонарному режимі теплообміну 
шпилька 1 та втулка 2 набувають ві-
дповідно температури 1t  та 2t . При-
пустимо, що в процесі роботи це 
з’єднання нагрівалось. Якщо це 
з’єднання було попередньо затягну-
тим, то в процесі його нагрівання в 
цій системі виникає температурний 
натяг 

 

( )2 2 1 1t tξ ξ∆ = ∆ − ∆                                      (4.1) 
або у відносних величинах 

2 2 1 1te t tξ ξ∆
= = ∆ − ∆




,                                   (4.2) 

l

1 2

Рисунок 4.1 – Схема гальмування 
суміжності 
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де   – довжина втулки 2; 1 1 ot t t∆ = − ; 2 2 ot t t∆ = − ; ot  – початкова темпера-
тура деталей з’єднання; et – відносна деформація. 

Сумарна відносна деформація te  шпильки 1 і втулки 2 може бути на 
основі закону Гука подана як сума відносних деформацій шпильки 1e  і 
втулки 2e : 

1 2
1 2

1 2 1 2

1 1
t t t

k ke e e F F
k k k k

   +
= + = + =   

   
,                (4.3) 

звідки  
( )1 2 1 2/t tF e k k k k= + ,                                  (4.4) 

 
де tF  – термічна сила [18]; 1 1 1k E A= , 2 2 2k E A=  – відповідно, жорсткості пе-
рерізів шпильки 1 та втулки 2; 1E , 2E , 1A  та 2A  – відповідно модулі пруж-
ності матеріалів і площі поперечного перерізу шпильки 1 та втулки 2. 

За стаціонарного теплового режиму роботи з’єднання 1 2t t t= =  та 
1 2 ot t t t t∆ = ∆ = ∆ = − , тоді підставляючи в (4.4) значення et із (4.2), отримає-

мо 

( ) ( ) ( ) 1
2 1 1 2 1 2 2 1 1

2

/ / 1t
kF t k k k k t k
k

ξ ξ ξ ξ
 

= ∆ − + = ∆ − + 
 

.     (4.5) 

 
Теплові (або термічні) напруження в шпильці 1 

1t
σ  (розтягування) та 

втулці 2 
2t

σ  (стискання) визначаються за відомими [18] простими залежно-
стями: 

( )
1 1 1 1 2/ / 1 /t t tF A e E k kσ = = + ;                        (4.6) 

 

( )
1 2 2 2 1/ / 1 /t t tF A e E k kσ = = + .                       (4.7) 

 
Потрібно відмітити, що відношення 

1 2 2 1/ /t t A Aσ σ =  не залежить від 
модулів пружності матеріалів шпильки 1 та втулки 2. 

Для розглянутого з’єднання можливі такі випадки. 
1. 2 1ξ ξ>  (наприклад, втулка 2 виготовлена із алюмінієвих, магнієвих 

або мідних сплавів, а шпилька сталева чи з титанового сплаву). У випадку 
нагрівання такого з’єднання виникає додатковий натяг, пропорційний до-
бутку ( )2 1t ξ ξ∆ − , а під час охолодження до мінусових температур (за шка-
лою Цельсія) складальний натяг зменшується, що негативно позначиться 
на несучій здатності з’єднання. 

2. 1 2ξ ξ>  (наприклад, втулка 2 із титанового сплаву, а шпилька зі сталі). 
Нагрівання у цьому випадку складальний натяг зменшує, а охолодження 
до мінусових температур – збільшує. 
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3. 1 2ξ ξ=  – деталі з’єднання виготовлені із однорідних матеріалів і змі-
на температури з’єднання не викликає в них теплових напружень і дефор-
мацій. 

Теплові напруження, які виникають від гальмування форми, обумовле-
ні нерівномірним нагріванням чи охолодженням деталей машин, окремі 
волокна матеріалів яких через конфігурацію деталей не мають можливості 
вільно деформуватись. Такого роду напруження мають місце тільки за ная-
вності перепаду температур в тілі деталі. Перепад температур може спри-
чинятись як стаціонарним, так і нестаціонарним тепловим потоком. Зазви-
чай, в гарячих ділянках деталі з температурою, що перевищує середню, 
виникають напруження стискання [18], а в більш холодних – розтягуван-
ня. Це ж є справедливим і для мінусових температур. 

Теплові напруження та деформації обумовлені гальмуванням форми 
залежать від геометричної конфігурації деталі, її розмірів, механічних вла-
стивостей матеріалу та рівня перепаду температур між різними ділянками 
деталі. Для розрахунку теплових напружень і деформацій, що виникають в 
деталях простої форми, знайдено нескладні залежності [18], наприклад, 
для таких форм деталей. 

1. Плоскі пластини в жорстких напрямних, нагрівання яких проходить 
в стаціонарному тепловому режимі, а тепловий потік Q рівномірний, век-
тор густини q якого перпендикулярний до площини пластини. Відомо (див. 
підрозділ 1.7, залежність (1.60), що за такого режиму теплопередачі та пос-
тійних теплофізичних параметрах матеріалу пластини ( constλ = ), темпе-
ратура поперек пластини змінюється лінійно. Нехай один бік пластини має 
температуру 1t , а протилежний 2t , причому 1 2t t> , тоді середня температура 
цієї стінки відповідно до зроблених зауважень ( )1 20,5t t t= + . Якби пластина 

могла вільно розширюватись під дією температури, то її шари з t t>  подо-
вжились би відносно середнього шару, а з t t<  набули б менших розмірів 
відносно середнього шару. Відносні деформації крайніх шарів пластини: 

– відносне подовження найбільш нагрітого шару 
 

( ) ( )1 1 1 20,5e t t t tξ ξ= − = − ;                             (4.8) 
 
– відносне укорочення найбільш холодного шару 
 

( ) ( )2 2 1 20,5e t t t tξ ξ= − = − ,                            (4.9) 
тобто  

( ) ( )1 2 max 2 1 20,5e e e t t t tξ ξ= = = − = − ,             (4.10) 
 

де ξ  – коефіцієнт лінійного теплового розширення матеріалу пластини. 
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Якщо ж пластина під час зміни температури зберігає свою початкову 
форму, то необхідно, щоб всі її шари внаслідок сумісності деформації [19] 
мали однакові розміри, тому найбільш гарячі шари стиснуті гальмівною 
дією суміжних більш холодних шарів, а найбільш холодні розтягнуті дією 
більш гарячих шарів, причому ця деформація здійснюється в двох взаємно 
перпендикулярних напрямках, наприклад, Ох та Оу. Найбільші напружен-
ня виникають в крайніх, поверхневих шарах. 

Із теорії пружності [20] відомо, що під час симетричного розтягування-
стискання (двовісний напружений стан) x yσ σ σ= =  (напруження вздовж 

осей Ох і Оу) та ( ) ( ) ( )1 1 1x x п y y п x пe e
E E E

σσ ν σ σ ν σ ν= − = − = = −  [19, 20] (тут xe  

та ye  − відносні подовження вздовж осей Ох і Оу; Е – модуль пружності 
матеріалу пластини; пν  – коефіцієнт Пуассона). 

Враховуючи зроблене зауваження та (4.10), отримаємо формулу розра-
хунку максимального напруження в крайніх шарах пластини: 

 

( )max 10,5 / 1 пE tσ ξ ν= ± ∆ − ,                                 (4.11) 
 

де 1 1 2t t t∆ = − ; знак «плюс» відноситься до напружень розтягування, а «мі-
нус» – до стискання. 

Якщо відома густина теплового потоку q, то знаходячи із (1.62) темпе-
ратурний напір 1t∆  і підставляючи його в (4.11), знайдемо:  

 

( )max 10,5 / 1 пq E tσ δ ξ λ ν = ± ∆ −  ,                         (4.12) 
 

де δ  і λ  – відповідно товщина і коефіцієнт теплопровідності матеріалу 
пластини. 

Максимальне термічне напруження згідно з (4.12) для будь-якого мате-
ріалу пластини пропорційне комплексу ( )1 / 1 п tE Kξ λ ν − =  , що має роз-

мірність с/м2. Якщо взяти відношення межі текучості тσ  матеріалу до tK , 
то матимемо аналог коефіцієнта запасу міцності nt, який характеризує тер-
мічну міцність матеріалів: 

 

                            ( ) ( )/ 1 / , /t т t т пn K E Вт мσ σ λ ν ξ= = − .             (4.13) 
 
2. Плоскі тонкі пластини, виготовлені із матеріалу з малим модулем 

пружності та защемлені двома протилежними краями. Незащемлена така 
пластина деформується (згинається) у вигляді сферичної поверхні, серед-

ній радіус якої 
1

1 1сфR
t

δ
ξ

 
= + ∆ 

 [18], а якщо пластина закріплена в двох 

протилежних краях (наприклад, по осі Оу), то вона під час згинання набу-
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ває форми циліндричної поверхні, середній радіус якої ( )1/цилR tδ ξ= ∆ . В 
цьому випадку напруження вздовж осі Оу практично відсутні, а вздовж осі 
Ох можуть бути розраховані за формулою [18]: 

 
0,5 /x q Eσ δ ξ λ= .                                        (4.14) 

 
3. Трубчасті деталі (циліндрична стінка). Згідно з (1.81) (див. підроз-

діл 1.7) температура в циліндричній стінці за стаціонарного режиму тепло-
передачі змінюється за логарифмічним законом, що вносить певні особли-
вості в розрахунок термічних напружень. За аналогічними міркуваннями, 
зробленими під час виведення формули (4.11), отримаємо залежність для 
визначення термічних напружень в крайніх шарах циліндричної стінки: 

 

( )max 10,5 / 1кор пq E t kσ δ ξ ν= ± ∆ − ,                            (4.15) 
 

де                            ( ) ( )2 22 / 1 1 / ln /корk D dγ γ = − −                              (4.16) 
 

− корегувальний коефіцієнт для розтягувальних напружень (холодний бік 
стінки): 
і                                      ( ) ( )22 / 1 1 / ln /корk D dγ = − −                             (4.17) 

 
− корегуючий коефіцієнт для стискальних напружень (гарячий бік стінки); 
D і d – відповідно зовнішній і внутрішній діаметри труби. 

Вільні кінці трубчастих деталей по-різному деформуються залежно від 
характеру їх нагрівання. У випадку внутрішнього нагрівання вільний кі-
нець труби лійкоподібно розширюється, а якщо труба нагрівається ззовні, 
то вільні її торці сходяться внаслідок того, що зовнішні, більш гарячі шари 
стінки труби стискаються, а внутрішні – розтягуються. 

В теплообмінних апаратах широко використовуються для переміщення 
під тиском теплоносіїв тонкостінні труби, в яких напруження розтягування 
спричиняються діями внутрішнього тиску р та температури t, тобто сумар-
не напруження 

p tσ σ σ∑ = + ,                                         (4.18) 
 

де 0,5 /p pdσ δ=  − напруження розтягу стінок труби із внутрішнім діамет-
ром d від дії внутрішнього тиску р (формула Бойля – Маріотта [9, 18]). 
Кривизною стінки тонкостінної труби можна знехтувати [18], тоді, визна-
чаючи tσ  за (4.12), знайдемо: 
 

( )
0,5

1 п

pd q Eδ ξσ
δ λ ν∑

 
= +  − 

.                                 (4.19) 
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Якщо взяти похідну ( ) ( )/d dσ δ∑  та знайти екстремум цієї функції 

( ( ) ( )/ 0d dσ δ∑ = ), то отримаємо залежність для розрахунку оптимального 
значення δ , за якого σ ∑  буде найменшим [18]: 

 
( )1 п

опт
pd
q E

λ ν
δ

ξ
−

= .                                   (4.20) 

 
Опис теплових процесів, що виникають під час роботи складних тепло-

вих (двигунів внутрішнього згоряння, турбін, компресорів та ін.) і техно-
логічних (металорізальних верстатів, ковальських молотів, пресів тощо) 
машин, і спричинених ними теплових деформацій й напружень вузлів і де-
талей цих машин математично дуже трудомісткий. Під час розрахунку те-
рмічних деформацій і напружень в цих машинах широко використовують 
методи математичного та експериментального моделювання. Результати 
таких розрахунків реалізуються різними конструкторськими та технологі-
чними способами зменшення термічних напружень і деформацій [18]. 

 
4.1 Запитання для самоперевірки до розділу 4 
 
1. Яка причина виникнення теплових напружень в деталях машин? 
2. Наведіть означення явищам «гальмування суміжності» та «гальму-

вання форми». В чому полягає суть цих явищ? 
3. Які два види теплових (термічних) напружень виникають в деталях 

з’єднань, що піддаються тепловим деформаціям? Як вид теплових (терміч-
них) напружень пов’язаний зі знаком температури («плюс» чи «мінус» за 
шкалою Цельсія) деталей з’єднання? 

4. За яким законом механіки розраховуються теплові деформації? 
5. Запишіть формулу для розрахунку коефіцієнта запасу термічної міц-

ності матеріалів nt. Поясніть фізичну суть цього коефіцієнта. 
6. У вигляді яких геометричних поверхонь деформуються (згинаються) 

плоскі тонкі пластини, виготовлені із матеріалу з малим модулем пружнос-
ті, незащемлені та закріплені в двох протилежних краях? 

7. Як деформуються вільні кінці трубчастих деталей залежно від харак-
теру їх нагрівання – внутрішнього чи зовнішнього? 

8. Поясніть суть формули для розрахунку оптимальної товщини тонко-
стінної труби теплообмінного апарата, навантаженої внутрішнім тиском. 
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5 ТЕПЛОСИЛОВІ ЦИКЛИ ТЕПЛОВИХ МАШИН 
 
Теплові машини широко застосовуються в практичній діяльності лю-

дини. За призначенням ці машини можна поділити на три основні  
типи [6 ,7]: теплові двигуни, теплові насоси (нагрівальні машини) та холо-
дильні машини. 

Теплові двигуни перетворюють теплоту на механічну роботу. Теплові 
насоси під час виконання роботи відбирають у середовище з меншою тем-
пературою теплоту та за рахунок цього нагрівають якесь тіло (середовище) 
до більш високої температури. Холодильні машини, виконуючи роботу, ві-
дбирають теплоту від охолоджуваного тіла та передають її навколишньому 
середовищу. У випадку неперервної дії цих машин робоче тіло в них здій-
снює круговий процес: в тепловому двигуні – прямий, а в тепловому насосі 
та холодильній машині – зворотний. 

Згідно з першим законом термодинаміки цикл (cycle) теплової машини 
описується рівнянням енергобалансу [6]: 

 
1 2

Q Q Wτ τ= + ,                                             (5.1) 
 

де 
1

Qτ  – кількість теплоти, взята (або передана під час зворотного циклу) 
від тіла з більш високою температурою; 

2
Qτ  – кількість теплоти, передана 

(або відібрана) тілу чи навколишньому середовищу із більш низькою тем-
пературою; W – робота, яка здійснюється тепловою машиною за цикл. За 
другим законом термодинаміки для теплового двигуна з прямим циклом 
завжди 

1
Q Wτ > , а для теплового насоса і холодильника, в яких реалізову-

ється зворотний тепловий цикл, 
1

W Qτ≤ . Рівність 
1

W Qτ=  можлива тільки 
у випадку 

2
Qτ , що на відміну від прямого теплосилового (warmly power) 

циклу можливо завжди, оскільки у цьому випадку в теплоту перетворюєть-
ся тільки затрачена робота W. 

Тепловий двигун характеризують термічним к. к. д.  
 

1
/ 1т W Qτη = < .                                        (5.2) 

 
Характеристикою теплового насоса є коефіцієнт перетворення [6]  
 

1
/ 1Q Wτϕ = > .                                      (5.3) 

 
Випадок ϕ=1 має місце у випадку 

2
Qτ , але у цьому випадку тіло з висо-

кою температурою отримує теплоту тільки за рахунок роботи W і така ма-
шина не є тепловим насосом. 
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Холодильна машина характеризується холодильним коефіцієнтом [6] 
 

( )
2 1/ / 1 1Q W Q Wτ τψ ϕ= = − = − .                    (5.4) 

 
Коефіцієнт ψ  може бути як більшим, так і меншим одиниці, оскільки 

завжди ϕ >1. Наприклад, коли ϕ >2, то ψ>1, а коли 1 < ϕ < 2, то ψ<1, а для 
ϕ=1 (Qτ2 = 0) – ψ=0. 

Якщо об’єднати в один агрегат тепловий двигун, що працює в одному 
інтервалі температур, з тепловим насосом, який працює в іншому інтервалі 
температур, то отримаємо пристрій, який називається термотранс-
форматором [6, 7]. Термотрансформатор дозволяє певну кількість теплоти, 
отриману від тіла певої температури, перетворити в іншу кількість теплоти 
з іншою температурою. За принципом дії термотрансформатори поділяють 
на підвищувальні, понижувальні та змішаного типу. 

Детальне вивчення теплосилових циклів теплових машин реалізується 
в курсах «Технічна термодинаміка», «Теоретичні основи теплотехніки» та 
ін., що читаються для механічних і теплотехнічних спеціальностей закла-
дів вищої освіти (ЗВО), які готують фахівців із конструювання та експлуа-
тації теплових машин. Для спеціальності «Галузеве машинобудування», як 
уже відмічалось у вступі до цього посібника, переважне значення, врахо-
вуючи специфіку цих спеціальностей, має частина дисципліни «Теоретичні 
основи теплотехніки», що присвячена вивченню теоретичних основ різних 
видів теплопередачі, на яких ґрунтуються методики теплофізичних розра-
хунків технологічних процесів оброблення матеріалів різанням і тиском та 
теплових розрахунків вузлів і деталей механізмів та машин. 

Враховуючи зроблені зауваження, в цьому розділі посібника буде розг-
лянуто окремі ідеалізовані теплосилові цикли двигунів внутрішнього зго-
ряння, паротурбінних теплосилових установок і холодильних машин. 

Теплові цикли теплосилових установок поділяються на теплосилові га-
зові та теплосилові парові цикли. Ефективність зворотних теплових циклів 
холодильних машин обумовлена видом холодоагенту, особливостями конс-
трукції цих машин і фізичних ефектів, наприклад, Пельтьє, Еттінгсхаузена 
(термомагнітний ефект) чи адіабатного розмагнічування парамагнітних со-
лей [7], які використовуються в холодильних установках без холодоагентів.  

 
5.1 Теплосилові газові цикли двигунів внутрішнього згоряння 
 
Двигуни внутрішнього згоряння поділяються на два основні класи: по-

ршневі та газотурбінні. Двигун внутрішнього згоряння – теплова машина, 
в якій підведення теплоти до робочого тіла здійснюється за рахунок спа-
лювання палива всередині самого двигуна. Робочим тілом в таких двигу-
нах на першому етапі робочого циклу є повітря або суміш повітря з па-
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ливом, що легко запалюється, а на другому етапі – це продукти згоряння 
палива, які розширюючись, виконують корисну роботу. Як паливо ви-
користовують рідкі або газоподібні горючі речовини: бензин, гас, солярове 
масло, природний газ, метан, водень тощо. 

В двигунах внутрішнього згоряння тиск робочого тіла не дуже високий, 
а його температура значно перевищує критичну температуру згоряння 
палива, що з гарним наближенням дозволяє розглядати робоче тіло як 
ідеальний газ, а це суттєво спрощує термодинамічний аналіз теплосило-
вих циклів цих двигунів. 

Розглянемо основні типи теплосилових газових циклів поршневих дви-
гунів внутрішнього згоряння. Основними ланками будь-якого поршневого 
двигуна (рисунок 5.1) є циліндр 1 з поршнем 2, який через кривошипно-

шатунний механізм 3, з’єднується 
через систему механічних передач з 
виконавчою ланкою (на схемі не 
показана). Циліндр 1 оснащений 
двома клапанами 4 та 5, через які 
здійснюється відповідно подача ро-
бочого тіла (повітря або паливної 
суміші) та видалення продуктів зго-
ряння. 6 – електрична свічка, яка 
живиться електричним струмом ви-
сокої напруги (карбюраторний чи 
інжекторний двигун) або форсунка, 
через яку вприскується під високим 
тиском в робочу камеру 7 цилінд- 
ра 1 паливо (дизельний двигун). 

В сучасних поршневих двигунах 
внутрішнього згоряння реалізують-
ся три основних види теплосилових 
газових циклів: Отто (згоряння за 

V const= ), Дизеля (згоряння за p const= ) та Трінклера (спочатку згоряння 
за V const= , а потім за p const= ). Тут V та р відповідно об’єм робочої ка-
мери двигуна та тиск в ній в момент запалювання паливної суміші. 

Цикл Отто – це цикл карбюраторних та інжекторних двигунів внутріш-
нього згоряння, який в 1876 році вперше здійснив німецький конструктор 
Н. А. Отто. 
 

1    

2    

3    

4    5    

6    

7    

Рисунок 5.1 – Принципова схема 
двигуна внутрішнього згоряння 
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Ідеалізований цикл Отто [7], поданий в координатах p–V (pV-діаграма), 
зображено на рисунку 5.2. Цикл Отто складається з двох адіабат: стискан-

ня паливної суміші 1–2 й розширення 
продуктів згоряння паливної суміші 3–4 
та двох ізохор 2–3 підведення і 4–1 від-
ведення теплоти. 

Термічний к.к.д. циклу Отто визна-
чимо за такими міркуваннями. Питому 
кількість теплоти 

1
qτ  (Дж/кг), що підво-

диться до робочого тіла в ізохорному 
процесі 2–3 згоряння паливної суміші 
знайдемо за відомою залежніс- 
тю [6, 7]: 

             ( )
1 3 2vq c T Tτ = − ,                (5.5) 

 
де cv – середня питома теплоємність робочого тіла для розглядуваного ін-
тервалу температур цього тіла від 2T  до 3T  після підведення теплоти. Якщо 
вважати робоче тіло ідеальним газом, то vc const= . 

За аналогічною (5.5) формулою розраховується кількість теплоти 
2

qτ , 
що відводиться в ізохорному процесі 4–1 від робочого тіла: 

 
( )

2 4 1vq c T Tτ = − ,                                              (5.6) 
 

тут 4T  та 1T  – температури робочого тіла після здійснення ним роботи роз-
ширення на адіабаті 3–4 до та після відведення теплоти. 

Використовуючи залежність (5.2), отримаємо формулу для розрахунку 
термічного к.к.д. т.Оη  двигуна, що працює за циклом Отто: 

 
( )
( )

1 2 2

1 1

4 14 1 1
т.

3 2 3 2 2

/ 1
1 1 1

/ 1О

q q q T TT T T
q q T T T T T

τ τ τ

τ τ

η
− −−

= = − = − = −
− −

,        (5.7) 

 
де 

1 2
W q qτ τ= −  – питома робота розширення продуктів згоряння за адіаба-

тою 3–4. 
Співвідношення між температурами, що входять до формули (5.7), мо-

жна визначити, користуючись рівняннями Пуассона та Менделєєва – Кла-
пейрона [6, 7]: 

1 1 2 2

4 4 3 3

;
;

k k

k k

pV p V
p V p V

 =


=
                                                  (5.8) 

р    3    

р    

0    
V    V    2    =    V    3    

2    

3    

1    

4    

V    1    =    V    4    

р    2    

р    4    
р    1    

q    τ    1    

q    τ    2    

Рисунок 5.2 – Ідеалізований 
цикл Отто 
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1 1 1 2 2 2

3 3 3 4 4 4

/ ; / ;
/ ; / ,

p RT V p RT V
p RT V p RT V

= =
 = =

                                  (5.9) 

 
де 1 4p p  – тиск в середовищі робочого тіла відповідно в точках діаграми 
р-V 1…4; 1 4 2 3;V V V V= =  – об’єми робочого тіла, що відповідають ізохорам 
4–1 та 2–3; R – універсальна газова стала; /p vk c c=  – показник адіабати 

(тут pc  – середня теплоємність робочого тіла для сталого тиску, 

pc const= ). 

Із (5.8) з використанням (5.9), знайдемо: 
 

( ) ( ) ( ) 1 2
1 2 2 1 1 1 2 2

2 1

/ / / / /k T Vp p V V RT V RT V
T V

= = = ,            (5.10) 

звідки  
1 1

2 1

1 2

1
k kV T

V T ε

− −   = =   
  

,                               (5.11) 

 
де 1 2/V Vε =  – показник, названий ступенем стискання [7]. 

З цих самих залежностей (5.8) та (5.9) після нескладних алгебраїчних 
перетворень із врахуванням, що V1=V4 й V2=V3, отримаємо: 

 
4 1 3 2/ /T T T T= .                                         (5.12) 

 
Підставляючи (5.11) та (5.12) в (5.7), матимемо: 
 

( )1
т. 1 k

оη ε − −= − .                                     (5.13) 
 

Формула (5.13) показує, що термічний к.к.д. циклу Отто залежить тіль-
ки від ступеня стискання ε  робочого тіла в адіабатному процесі 1–2, при-
чому чим вищий ε , тим вищий к.к.д. циклу. 

Ступінь стискання ε  в циклі можна підвищити, якщо стискати не па-
ливну суміш, а чисте повітря та після завершення процесу його стискання 
вводити в робочу камеру циліндра (камеру 7 згоряння, див. рисунок 5.1) 
паливо. В 1897 році німецьким інженером Р. Дизелем був створений дви-
гун внутрішнього згоряння, що реалізує теплосиловий газовий цикл зго-
ряння паливної суміші постійного тиску p const= . Ідеалізована діаграма в 
р–V координатах циклу Дизеля подана на рисунку 5.3. Цикл Дизеля скла-
дається з адіабати 1–2 стискання чистого повітря, ізобари 2–3 згоряння па-
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ливної суміші за p const= , що вприскується через форсунку 6 (див. рису-
нок 5.1) в камеру 7 в кінці процесу стискання повітря. Повітря внаслідок 
стискання нагрівається до температури Т2, що перевищує температуру спа-
лаху паливної суміші, продукти згоряння якої розширюються за адіабатою 
3–4, під час цього процесу виконується корисна робота переміщення пор-
шня двигуна. Відпрацьовані продукти згоряння разом із залишковою теп-
лотою qτ2 відводяться за ізохорою 4–1. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Термічний к.к.д. Дизеля знайдемо за міркуваннями, аналогічними тим, 

що застосовувались до визначення к.к.д. циклу Отто: 
 

                  
( )
( )

( )
( )

( )
k
non k 1v 4 12

т.Д
p 3 2 non1

1q c T T
1 1 1 ,

q c T T k 1
τ

τ

ε
η ε

ε
− −−−

= − = − = −
− −        (5.14)

 

 
де ( )

1 3 2pq c T Tτ = −  – питома кількість теплоти, що підводиться до робочого 
тіла в ізобарному процесі 2–3 згоряння паливної суміші [6, 7]; 

( )3 2/non V Vε =  – ступінь попереднього розширення під час згоряння палив-
ної суміші, який для ізобарного процесу ідеального газу пов’язаний з 
об’ємами 3 2йV V  та температурами Т2 і Т3 співвідношенням [7] 

 
3 2 3 2/ /non V V Т Тε = = .                                     (5.15) 

 
Аналіз (5.14) показує, що термічний к.к.д. циклу Дизеля тим вищий, 

чим більший ступінь стискання ε (як в циклі Отто) та чим менший ступінь 
попереднього розширення nonε . 

В 1904 році російський інженер Г. В. Трінклер запропонував проміж-
ний між циклами Отто та Дизеля тепловий газовий цикл для двигунів вну-
трішнього згоряння (на Заході цей цикл іноді називають циклом Саба- 
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те [7]). Двигуни, які працюють за ци-
клом Трінклера, мають так звану фо-
ркамеру, з’єднану із робочою каме-
рою циліндра дросельним каналом 9 
(рисунок 5.4). Ланкам двигуна Трінк-
лера, які виконують такі самі функції, 
як і в двигунах Отто та Дизеля, на 
схемі, зображеній на рисунку 5.4, 
присвоєно такі самі номери позицій, 
як на рисунку 5.1. 

Ідеалізована діаграма циклу Трін-
клера подана на рисунку 5.5. Чисте 
повітря за рахунок інерції маховика 
двигуна стискається за адіабатою 1–2 
та, нагріваючись до високої темпера-
тури Т2, запалює паливну суміш, що 
подається у форкамеру 8 під відносно 
невисоким тиском через форсунку 6. 
Розташування та форма форкамери 8 і 
дросельного каналу 9 вибираються 
таким чином, щоб змішування повіт-
ря з паливом було якнайкращим для 
забезпечення швидкого згоряння час-
тини палива у маленькому об’ємі фо-
ркамери 8 (ізохора 2–5). Через малий 
об’єм форкамери 8 тиск палива, що 
не згоріло, повітря та продуктів зго-
ряння перевищує тиск гарячого пові-
тря в робочій камері 7 циліндра 1, 
внаслідок чого ця суміш проходить 

через дросельний канал 9 в робочу камеру 7 та там догоряє за ізобарою 5–
3. Розширюючись за адіабатою 3–4, продукти згоряння виконують корисну 
роботу переміщення поршня 2. Теплота, що залишилась після розширення 
продуктів згоряння палива, відводиться разом із останніми за ізохорою 4–
1. 

На відміну від двигуна Дизеля, двигун Трінклера не потребує паливно-
го насоса високого тиску для подавання через форсунку 6 палива. Рідке 
паливо, що надходить у форкамеру 8, розпилюється струменем стисненого 
повітря, що надходить з робочої камери 7 циліндра 1. 

Термічний к.к.д. циклу Трінклера знаходиться за тими самими теорети-
чними основами, що й к.к.д. Отто та Дизеля [7]: 
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Рисунок 5.4 – Принципова схема 
двигуна внутрішнього згоряння, що 

працює за циклом Трінклера 
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 (5.16) 

 
де ( ) ( )

1 1 1 5 2 3 5v pq q q c T T c T Tτ τ τ′ ′′= + = − + −  – питома кількість теплоти, що пі-
дводиться до робочого тіла в ізохорному 2–5 та ізобарному 5–3 процесах 
згоряння палива; 3 5 3 5/ /non V V Т Тε = =  – ступінь попереднього розширення 
під час згоряння паливної суміші; 5 2 5 2/ /p p Т Тξ = = ; 4 1 4 1/ /

non

k Т Т p pξε = =   
Порівнянням термічних к.к.д. циклів Отто, Дизеля та Трінклера можна 

визначити між ними такі співвідношення за умов: 
а) однакові ступені стискання ε  – 
 

т. т. т.Д T Оη η η< < ;                                       (5.17) 
 
б) однакові найбільші температури згоряння паливної суміші Т3 – 
 

О.тT.тД.т η>η>η .                                      (5.18) 
 
Таким чином, оскільки в двигуні Дизеля ступінь стискання  

1615=ε  [7], що значно вищий, ніж в двигуні Отто, він має найвищий те-
рмічний к. к.д. Крім того, двигун Дизеля може працювати на більш деше-
вому паливі, оскільки не потребує підготовки паливної суміші такими 
складними механізмами, як карбюратор чи інжектор. 

В поршневих двигунах внутрішнього згоряння одним із основних не-
доліків є наявність кривошипно-шатунного механізму, який обумовлює 
нерівномірність руху колінчастого вала (кривошипа) двигуна, що не до-
зволяє зосередити велику потужність в одному агрегаті. Цього недоліку не 
має двигун іншого типу – газотурбінний, який має відносно високий тер-
мічний к.к.д. і дозволяє за малих габаритів отримувати в одному агрегаті 
великі потужності. 

Обмежене використання газотурбінних двигунів внутрішнього згорян-
ня (авіація, силові установки морських суден, залізничний транспорт тощо) 
обумовлено недостатньою жароміцністю конструкційних матеріалів, з 
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яких виготовляють деталі турбін. Останніми роками в провідних індустрі-
альних країнах світу в результаті інтенсивних досліджень та інженерного 
пошуку створено нові високоміцні жаростійкі матеріали, застосування 
яких в газотурбінних двигунах дозволить підвищити їх ефективність і еко-
номічність та розширити сфери використання. 

Газотурбінні двигуни внутрішнього згоряння, як і поршневі двигуни, 
поділяють на два основні типи: із згорянням палива за p const=  та за 

V = const. 
Принципова схема газотурбін-

ного двигуна внутрішнього згорян-
ня, в якому здійснюється теплоси-
ловий цикл згоряння палива за 
p const= , зображена на рисун- 

ку 5.6. Двигун складається із турбі-
ни 1, на валу 2 якої встановлено 
компресор 3 і паливний насос 4. 
Паливний насос 4 всмоктує паливо 
із бака 5 та подає його в камеру 
згоряння 6, куди компресором 3 та-
кож подається повітря, стиснуте до 
потрібного тиску. В камері 6 суміш 
палива спочатку запалюється, на-
приклад, від електричної свічки 7, 

яка потім може від’єднуватись від джерела струму, оскільки на відміну від 
поршневого двигуна, який є машиною періодичної дії, газотурбінний дви-
гун – це машина неперервної дії. Продукти згоряння, розширюючись в со-
плах 8 газової турбіни 1, потрапляють на її лопаті 9, де їх енергія перетво-
рюється на механічну енергію обертального руху турбіни 1, яка розганя-
ється до кутової швидкості ω . Відпрацьовані продукти згоряння викида-
ються в атмосферу через випускний патрубок 10 під тиском, який є пос-
тійним і трохи перевищує атмосферний, тоді як в поршневому двигуні під 
час відкриття вихлопного клапана тиск відпрацьованих продуктів практи-
чно миттєво знижується до атмосферного, за час, впродовж якого поршень 
переміщується дуже мало (V const≈ ). 

Ідеалізований цикл описаної схеми газотурбінного двигуна в р–V коор-
динатах зображено на рисунку 5.7, де процес 1–2 стискання повітря в ком-
пресорі 3 є ізотермічним ( )1 2T T= , а згоряння палива в камері 6 відбуваєть-
ся в ізобарному процесі 2–3, розширення продуктів згоряння в соплах 8 
проходить за адіабатою 3–4, а відводиться теплота за ізобарою 4–1. Ізотер-
мічність процесу 1–2 стискання повітря реалізується багатоступінчастим 
стисканням повітря в компресорі 3 з проміжним охолодженням повітря в 
спеціальних холодильниках – теплообмінниках [7]. 

Рисунок 5.6 – Принципова схема 
газотурбінного двигуна внутрішнього 
згоряння, що працює за теплосиловим 
циклом згоряння палива за р = const 
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Термічний к.к.д. . іт ГДη  описаної схеми газотурбінного двигуна розрахо-
вується за тими самими принципами, що й к.к.д. поршневих двигунів вну-
трішнього згоряння: 

 
( )

( )

( )

2

1

4 1
т.

3 2

1
4 2

2 1
1

3

2

1 1

1 11 ln ln 1
1 1 ,

11

і

p
ГД

p

k
k

non

k
k

non

q c T T С
q c T T

T k p k
T k p k

T
T

τ

τ

η

γ γ ε

γ ε

−

−

− +
= − = − =

−

  − − − + − +      = − = −
 

−− 
 

           (5.19) 

 
де ( )

1 3 2pq c T Tτ = −  – питома кількість теплоти, що підводиться до робочого 
тіла в ізобарному процесі 2–3, який характеризується температурами T3 та 
T2; ( ) ( )

2 2 2 4 1 1 2 1ln /pq q q c T T RT p pτ τ τ′ ′′= + = − + – питома кількість теплоти, 
яка відводиться від робочого тіла в ізобарному 4–1 та ізотермічному 1–2 
процесах, яким відповідають температури 1 2T T=  й 4T  та тиски 2 1ip p  (див. 
рисунок 5.7); 2 1/p pγ = ; 3 2 3 2/ /non V V Т Тε = =  – ступінь попереднього роз-
ширення робочого тіла; ( ) ( )/ / 1 /p p v pR c c c c k k= − = − , оскільки 1 2T T= . 

Максимальне значення т. іГДη  можна визначити з (5.19), якщо частинна 

похідна 0/
іГД.т =γ∂η∂ , тоді, знаходячи звідси значення ( )/ 1k k

nonγ ε −= , отримає-
мо: 

                                                   
.

max ln1
1т ГДі

non

non

εη
ε

= −
−

.                               (5.20) 

 
У випадку адіабатного стискання пові-

тря в компресорі 3 (процес 1–2) 
( )

2 4 1pq c T Tτ = −  і термічний к.к.д. т. aГДη  
такого циклу розраховується за форму-
лою: 

( )
1

. 1 /
2

11 1
aт ГД k k

T
T

η
γ −= − = − .              (5.21) 

 
Порівняння циклів газотурбінних дви-

гунів зі згорянням палива за p const=  для 
випадків ізотермічного та адіабатного 
стискання повітря в процесі 1–2, за умов 

Рисунок 5.7 – Ідеалізований цикл 
газотурбінного двигуна із 

згорянням палива за p = const 
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рівності підведених питомих кількостей теплоти 
1

qτ , максимальних тисків 

3p  та максимальних температур 3T , показує, що цикл роботи газотурбінно-
го двигуна з адіабатними стисканням повітря є більш економічним, оскіль-
ки 

 
ia ГД.тГД.т η>η .                                        (5.22) 

 
Газотурбінні двигуни внутрішнього згоряння можуть працювати і на 

газоподібному паливі. В цьому випадку паливо в камеру 6 подається не на-
сосом 4 (див. рисунок 5.6), а газовим компресором. 

Нині розроблено багато схем газотурбінних двигунів, які працюють за 
різними теплосиловими газовими циклами. З особливостями схемних рі-
шень таких двигунів та розрахунку їх термічних к.к.д. можна ознайоми-
тись в роботах [7, 21]. 

 
5.2 Теплосилові парові цикли 
 
В сучасній стаціонарній теплоенергетиці здебільшого використовують 

для приведення в рух генераторів електричного струму парові теплосилові 
турбінні установки (двигуни), робочим тілом в яких є водяна пара. Вода – 
це найдоступніше та найдешевше робоче тіло. Оскільки робоче тіло паро-
вих установок впродовж циклу змінює свій агрегатний стан від рідкого до 
газоподібного, то теплові парові цикли мають ряд особливостей, які суттє-
во відрізняються від теплосилових газових циклів. 

Робочий процес паросилових установок може бути реалізований за ци-
клами Карно та Ренкіна [6, 7]. На рисунку 5.8 зображено схему паросило-
вої установки, котра працює за циклом Карно (рисунок 5.9), який здійсню-
ється за умови, що робоче тіло змінює свій агрегатний стан від рідини до 
вологої пари. 

В технічній термодинаміці [6, 7] до-
водиться, що ізобарні процеси підведен-
ня 4–1 та відведення 2–3 теплоти за пос-
тійних температур 1 4T T const= =  та 

2 3T T const= =  одночасно є ізотермічни-
ми, якщо в цей самий час відбувається 
процес переходу чистої речовини із рід-
кого в газоподібний стан і якщо під час 
цього зміна тиску в робочому тілі після 
підведення та відведення теплоти здійс-
нюється адіабатично (див. адіабати 3–4 й 
1–2 на рис. 5.9), то це й є цикл Карно. 

1    
2    3    

4    5    
Рисунок 5.8 – Схема  

паросилової установки, що  
працює за циклом Карно 
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Розглянемо робочий процес установ-
ки (див. рисунок 5.8), що працює за цик-
лом Карно. За рахунок згоряння палива 
в топці (на схемі, рисунок 5.8, не пока-
зана) котла 1 утворюється водяна пара зі 
ступенем сухості близьким до одиниці. 
Теплота (питома теплота 

1
qτ , рису-

нок 5.9) в котлі 1 підводиться до робо-
чого тіла за постійних тиску р1 та темпе-
ратури Т1. Потік пари з котла 1 направ-
ляється в парову турбіну 2, де, розши-
рюючись за адіабатою 1–2, набуває зна-

чної кінетичної енергії, яка на лопатях парової турбіни 2 перетворюється 
на кінетичну енергію обертального руху вала парової турбіни 2, з’єднаного 
з валом електрогенератора 3. В електрогенераторі 3 механічна енергія пе-
ретворюється на електричну. 

На виході із парової турбіни 2 уже більш волога пара (відбулась част-
кова конденсація) має тиск р2 і відповідну йому температуру 2T const= . Ця 
пара надходить в теплообмінник 4 (конденсатор), де вона охолоджується 
до температури 3T , і за рахунок конденсації ступінь вологості пари зростає. 
Після конденсатора 4 волога стискається до тиску р1 і направляється в ко-
тел 1. Таким чином термодинамічний цикл замикається. 

Термічний к.к.д. циклу Карно знаходиться за простою формулою:  

 

2

1

2
.

1

1 1т K

q T
q T

τ

τ

η = − = − ,  (5.23) 

 

де 
1 1pq c Tτ =  і 

2 2pq c Tτ =  – відповідно питомі кількості теплоти, що підво-
диться до робочого тіла і відводиться від нього. 

Промислові установки, що працюють за циклом Карно, широкого 
практичного застосування не знайшли через те, що умови роботи проточ-
них частин парових турбін і компресорів цих установок, через які прохо-
дить волога пара із завислими в ній краплинами води, дуже важкі, оскільки 
вода є агресивним середовищем. Крім того, течія такої вологої пари є газо-
динамічно недосконалою, що суттєво знижує внутрішній відносний к.к.д. 
паросилової установки в цілому, а компресор для стискання вологої пари 
великого об’єму з малим тиском є громіздким і складним пристроєм, при-
вод якого споживає значну потужність [7]. 

Відмічені недоліки циклу Карно частково можуть бути усунені, якщо 
відведення теплоти в конденсаторі буде мати такий рівень, за якого волога 
пара повністю сконденсується. В цьому випадку після конденсатора стис-
кати від тиску р2 до тиску р1 потрібно буде не вологу пару малої густини, а 

Рисунок 5.9 – Ідеалізований  
теплосиловий паровий цикл Карно 

р    

0    
V    V    2    

2    3    

1    4    

V    1    

р    2    

р    1    

q    τ    1    

q    τ    2    

V    3    V    4    



145 
 

воду, стисливість якої значно менша стисливості пари, а також суттєво 
меншим від об’єму пари є об’єм води, що вийде з конденсатора. Важливим 
моментом також є те, що для переміщення води із конденсатора в котел 
паросилової установки можна застосувати конструктивно прості, компакт-
ні та дешеві гідронасоси, які до того ж для приведення в дію відносно мало 
споживають енергії. 

Теплосиловий паровий цикл, побудований на описаних принципах, в 
50-х роках 19 століття був запропонований шотландським інженером У. 
Ренкіним і німецьким фізиком, одним із творців термодинаміки, Р. Клазіу-
сом. В технічній літературі цей цикл називається циклом Ренкіна. 

Схема теплосилової установки, що 
працює за циклом Ренкіна (рисунок 5.10), 
структурно аналогічна установці, прин-
цип дії якої ґрунтується на циклі Карно 
(див. рисунок 5.8). Різниця між цими 
установками полягає в заміні компресора 
вологої пари на водяний гідронасос 5 і 
вмиканні у лінію гарячої пари паропере-
грівника 6 з метою підвищення термічно-
го к.к.д. циклу Ренкіна. 

Використання пароперегрівника 6 до-
зволяє підвищити температуру пари вище 
температури насичення, яка регламенту-
ється рівнем тиску р1 (рисунок 5.11).  

За рахунок перегрівання пари її воло-
гість в кінці процесу розширення за адіа-
батою 1–2 в паровій турбіні 2 до тиску р2 
буде меншою, ніж в циклі Карно, що пок-
ращує умови роботи поточної частини ту-
рбіни та підвищує її внутрішній віднос-
ний к.к.д., тому цикл Ренкіна з перегрівом 
пари є основним теплосиловим циклом 
силових установок сучасної теплоенерге-
тики. В циклі Ренкіна доцільно питомі кі-
лькості теплоти підведеної qτ1 та відведе-
ної qτ2 відповідно в ізобарних процесах 4–
1 і 2–3 до робочого тіла, визначати через 
питомі ентальпії: 

 
1 1 4q h hτ = − ;                                               (5.24) 

 
2 2 3q h hτ = − ,                                              (5.25) 

Рисунок 5.11 – Ідеалізований 
теплосиловий паровий цикл 
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Рисунок 5.10 – Схема 
паросилової установки, що працює 

за циклом Ренкіна 
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де 1h  – ентальпія перегрітої пари на виході з пароперегрівника 6; 4h  – ента-
льпія води на виході з гідронасоса 5 (на вході в котел 1); 2h  – ентальпія во-
логої пари на виході з турбіни 2 при тиску р2; 3h  – ентальпія води з темпе-
ратурою Т2 на виході з конденсатора 4. 

Із врахуванням (5.24) та (5.25), отримаємо формулу для розрахунку те-
рмічного к.к.д. циклу Ренкіна: 

 

                             

( ) ( )
1 2

1

1 4 2 3
т.

1 4
Р

q q h h h h
q h h

τ τ

τ

η
− − − −

= =
−                             

(5.26) 

або 
 

( ) ( )1 2 4 3
т.

1 4

,Р

h h h h
h h

η
− − −

=
−                                

 (5.27) 

 
де ( )4 3h h−  – питома робота гідронасоса 5, що затрачується на стискання 
води та переміщення її в котел 1; ( )1 2h h−  – питома робота, затрачена на 
розгін турбіни до кутової швидкості ω  обертання вала генератора 3. 

Для паросилових установок низького тиску робота гідронасоса ( )4 3h h−  
мала порівняно з роботою ( )1 2h h−  в турбіні 2, тобто можна вважати, що 

3 4h h≈ , тоді  
1 2

.
1 4

т Р
h h
h h

η −
≈

−
.                                         (5.28) 

 
У випадку паросилових установок високого тиску нехтувати роботою 

гідронасоса 5 не можна і термічний к. к. д. необхідно визначати за форму-
лою (5.27). 

 
5.3 Зворотні теплові цикли холодильних машин 
 
Холодильні машини (далі холодильники) прийнято характеризувати 

холодопродуктивністю pxQ  – кількістю теплоти, що відбирається від охо-
лоджуваного об’єму за одиницю часу. В міжнародній системі одиниць pxQ  
виміряється у Вт. 

В ідеальному холодильнику здійснюється зворотний цикл Карно [6, 7], 
який є найбільш ефективним з усіх холодильних циклів. Холодильний ко-
ефіцієнт цього циклу знаходять за формулою 

 
                                           ( )2 1 2/T T Tψ = − .                                          (5.29) 
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де 1 2iT T  – відповідно температури холодоагенту до та після його адіабат-
ного розширення. Зворотні (оборотні) цикли реальних холодильників від-
різняються від циклу Карно. 

Найбільш поширені холодильники (за видом холодоагенту) таких груп: 
а) газові, зокрема повітряні, в яких холодоагентом є повітря, стан якого 

далекий від лінії насичення; 
б) парові, холодоагентом яких є пари різних речовин (аміак, фреон, 

хладон, сірчаний ангідрид, хлористий метил, рідкий двоокис вуглецю то-
що). Парові холодильники поділяються на парокомпресорні, пароінжекто-
рні та абсорбційні. 

Теплові цикли холодильників різних 
типів детально вивчають в спеціалізова-
них курсах дисциплін, що викладаються 
для теплотехнічних спеціальностей, то-
му, з метою ознайомлення з принципом 
роботи холодильної машини, розглянемо 
тільки цикл роботи парокомпресорного 
холодильника, який широко використо-
вується в промисловості та побуті. 

Спрощена схема парокомпресорного 
холодильника зображена на рисун-
ку 5.12. Працює цей холодильник таким 
чином. Волога пара легко киплячого рід-
кого холодоагенту (температура кипіння 
за атмосферного тиску tK ≤ 0 ºC) стиснута 
до тиску р1 в компресорі 1, що приво-
диться в дію від двигуна 2, надходить в 
охолоджувач (конденсатор) 3, в якому 
внаслідок теплопередачі відбувається 
конденсація цієї пари.  

Охолодження конденсатора в проми-
слових холодильниках здійснюється 
проточною водою, а побутових – повіт-
рям навколишнього середовища. Процес 
конденсації відбувається за ізобаро-
ізотермою 4–1 (рисунок 5.13) таким чи-
ном, що із конденсатора 3 рідина вихо-
дить в стані насичення. Далі ця рідина з 

параметрами тиску р1 та температури Т1 направляється в дросельний (ре-
дукційний) клапан 4, де її тиск знижується до рівня р2, внаслідок чого з 
клапана 4 виходить волога пара з температурою Т2. Волога пара з клапана 
4 надходить у випарник 5 холодильної камери, де за рахунок теплоти, яка 
відбирається від охолоджуваних об’єктів, рідина, що міститься у вологій 

Рисунок 5.13 – Ідеалізований цикл 
парокомпресорного холодильника 

Рисунок 5.12 – Спрощена схема 
парокомпресорного холодильника 

1    2    

3    

4    

5    

р    

0    
V    V    2    

2    3    

1    4    

V    1    

р    2    

р    1    

q    τ    1    

q    τ    2    

V    3    V    4    ≈    



148 
 

парі холодоагенту випаровується і ступінь сухості цієї пари зростає. 
Суха пара із випарника 5 направляється в компресор 1, який стискає її в 

адіабатному процесі 3–4 від тиску р2 до тиску р1. Таким чином із компре-
сора 1 виходить суха насичена пара, яка направляється в конденсатор 3, 
внаслідок чого цикл замикається. В деяких холодильниках пара холодоа-
генту після випарника 3 сепарується з метою відділення вологи та підви-
щення внутрішнього відносного к.к.д. компресора. 

Зворотний тепловий цикл парокомпресорного холодильника є дещо 
подібним до теплосилового циклу Ренкіна, на відміну від якого процес 1–2 
розширення холодоагенту в дросельному клапані 4 здійснюється за необо-
ротною адіабатою. 

Необоротність процесу дроселювання обумовлена зростанням ентропії 
холодоагенту внаслідок розсіювання енергії через внутрішнє тертя в 
останньому, що дещо зменшує холодопродуктивність цього типу холоди-
льника порівняно з холодильними машинами, які працюють за зворотним 
циклом Карно [7]. Холодильний коефіцієнт ψ  парокомпресорного холоди-
льника можна розрахувати на підставі таких міркувань. Оскільки розши-
рення за процесом 1–2 холодоагенту у зворотному тепловому циклі цього 
холодильника відбувається без виконання зовнішньої роботи, то питома 
ентальпія 1h  холодоагенту на початку його розширення дорівнює питомій 
ентальпії 2h  холодоагенту в кінці процесу 1–2, тобто 1 2h h= , тому затраче-
на в циклі питома робота буде дорівнювати питомій роботі компресора 1 

 
4 3компрw h h= − ,    (5.30) 

 
де 3 4іh h  – питомі ентальпії холодоагенту відповідно на початку та в кінці 
адіабатного процесу 3–4. Питому теплоту, яка підводиться до холодоаген-
ту у випарнику 5, знайдемо за формулою [7]. 
 

                2 3 2q h hτ = − .      (5.31) 
 
Підставляючи значення 

2
qτ  із (5.31) та компрw  з (5.30) у (5.4), отримаємо 

залежність для визначення холодильного коефіцієнта парокомпресорного 
циклу: 

 

      ( ) ( )3 2 4 3h h h hψ = − − .    (5.32) 
 

Більш детально із іншими принципами побудови холодильних машин 
та особливостями їх зворотних теплових циклів можна ознайомитись в ро-
ботах [7, 21]. 
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5.4 Запитання для самоперевірки до розділу 5 
 
1. На які основні типи за призначенням поділяють теплові машини? 
2. Наведіть означення теплових двигунів, теплових насосів, холодиль-

ників і теплових трансформаторів. 
3. Які теплові кругові процеси здійснює робоче тіло в теплових двигу-

нах, теплових насосах і холодильниках, відповідно? 
4. Запишіть і поясніть формули для розрахунку термічного к.к.д. ηТ, ко-

ефіцієнта перетворення φ, та холодильного коефіцієнта ψ. 
5. На які два класи поділяють двигуни внутрішнього згоряння? 
6. Що є робочим тілом у двигунах внутрішнього згоряння, які працю-

ють відповідно за циклами Отто та Дизеля, на першому та другому етапах 
їх робочого циклу? 

7. Які фізичні припущення дозволяють розглядати робоче тіло в двигу-
нах внутрішнього згоряння як ідеальний газ? 

8. Наведіть і поясніть ідеалізовані pV-діаграми циклів Отто, Дизеля та 
Трінклера. 

9. За якими теоретичними законами термодинаміки для ідеального газу 
виведено формули для розрахунку термічних к.к.д. двигунів внутрішнього 
згоряння, які працюють за циклами Отто, Дизеля та Трінклера? 

10. Чому в двигуні, що працює за циклом Отто, не можна підвищити 
ступінь стискання робочого тіла до рівня ступеня стискання робочого тіла 
в двигуні, що працює за циклом Дизеля? 

11. За якої умови термічний к.к.д. двигуна, що працює за циклом Дизе-
ля буде вищим термічних к.к.д. двигунів внутрішнього згоряння, які пра-
цюють за циклами Отто та Трінклера? 

12. В чому полягає принципова відмінність між поршневими та газоту-
рбінними двигунами внутрішнього згоряння? 

13. Накресліть принципову схему газотурбінного двигуна внутрішньо-
го згоряння та поясніть принцип роботи цього двигуна. 

14. Термічний к.к.д. якого газотурбінного двигуна внутрішнього зго-
ряння вищий – з ізотермічним чи адіабатним стисканням повітря? 

15. В чому полягає принципова відмінність між теплосиловими паро-
вими та теплосиловими газовими циклами? 

16. Чому теплосиловий паровий цикл Ренкіна економічно більш вигід-
ний, ніж такий самий цикл Карно? 

17. Накресліть спрощену схему парокомпресорного холодильника та 
поясніть принцип його роботи на основі ідеалізованої pV-діаграми робочо-
го циклу цього холодильника. 

18. Чому процес розширення холодоагенту в дросельному (редукцій-
ному) клапані парокомпресорного холодильника здійснюється за необоро-
тною адіабатою та як це впливає на холодопродуктивність цього типу хо-
лодильників? 
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6 ПРАКТИКУМ 
 

Мета практикуму – закріплення в свідомості студентів основних тео-
ретичних положень дисципліни «Теоретичні основи теплотехніки» та на-
буття практичних навичок розв’язування теплофізичних задач для різних 
видів тепломасообміну. 

Задачі для самостійного розв’язування складені відповідно до теорети-
чного змісту розділів посібника. В кінці умови кожної задачі наведено від-
повідь для контролю правильності розв’язку. Для полегшення розв’язу-
вання задач в кінці переліку їх умов розміщено приклади типового 
розв’язання задач. 

Для самоконтролю ступеня засвоєння дисципліни «Теоретичні основи 
теплотехніки» в кінці практикуму наведено тести із 40 питань, що охоп-
люють зміст основних розділів посібника. На кожне питання тестів надано 
чотири варіанти відповідей, один з яких правильний. 

 
6.1 Умови задач 
 

1. Під час калібрування отвору діаметром d = 20,6 мм до інструмента 
(дорн), після того як він повністю увійде в заготовку, прикладена сила  
F = 22 кН, під дією якої дорн рухається рівномірно зі швидкістю  
v = 12 м/хв. Довжина заготовки l = 42 мм, осьовий крок між зубцями дорна 
t = 6 мм, ширина зубців В = 1 мм. Вважаючи, що вся потужність тертя пе-
реходить в тепло, визначити: 1) середню густину теплового потоку на по-
верхнях контакту зубців інструмента з поверхнею оброблюваної заготовки; 
2) кількість теплоти, що виділяється під час оброблення; 3) середній граді-
єнт температури на внутрішній поверхні заготовки, якщо коефіцієнт теп-
лопровідності матеріалу заготовки λ = 40 Вт/(м∙ºС).  

Відповідь: q = 9,71·106 Вт/м2; Qτ = 924 Дж; gradt = - 2,43·105 ºC/м. 
 

2. Під час точіння заготовки із сталі затра-
чається ефективна потужність Реф = 2780 Вт. 
5% від цієї потужності повністю перетворю-
ється в теплоту і передається через контактну 
площадку ОА = 1,5 мм (рис. 6.1) в різець, а з 
нього 1% від Реф повертається в заготовку 
через контактну площадку ОВ = 0,12 мм. Ви-
значити: 1) густини теплового потоку через 
площадки ОА та ОВ, якщо ширина обох пло-
щадок b1 = b2 = 5 мм, а теплові потоки по по-
верхні площадок розподілені рівномірно; 

O    A    
B    

Рисунок 6.1 
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Рисунок 6.2 

2) кількості теплоти, що виділяються на площадках ОА та ОВ за час обро-
блення τ = 30 с і середні градієнти температури на цих площадках, якщо 
коефіцієнт теплопровідності матеріалу заготовки λ = 36,9 Вт/(м ºС).  

Відповідь: qOA = 1,85·107 Вт/м2; qOВ = 4,63·107 Вт/м2;  
QτOA = 4170 Дж; QτOВ = 834 Дж; (gradt)ОА = - 5,01·105 ºС/м; (gradt)ОВ = 

= - 1,26·106 ºС/м.  
 
3. Під час тривалої роботи токарного верстата установлюється стаціо-

нарний тепловий режим, за якого верхня кришка шпиндельної коробки має 
температуру на зовнішньому боці t1 = 34,7 ºС, а на внутрішньому ‒  
t2 = 35 ºС. Кришка виготовлена з чавуну, коефіцієнт теплопровідності якого 
λ = 40 Вт/(м∙ºС). Визначити: 1) кількість теплоти QτΣ, що її віддає кришка 
за кожну хвилину роботи верстата; 2) середнє значення градієнта темпера-
тури між боками кришки; 3) густину теплового потоку на поверхні криш-
ки. Розміри кришки 900×660×12 мм3. 

Відповідь: QτΣ = 35640 Дж; gradt = - 25 ºC/м; q = 1000 Вт/м2. 
 
4. Під час тривалої роботи гідронасоса установлюється стаціонарний 

тепловий режим, за якого через задню кришку гідронасоса проходить теп-
ловий потік Q = 17 Вт, який спричиняє градієнт температури між зовніш-
нім та внутрішнім боками кришки, grad t = - 40 ºС /м. Визначити коефіці-
єнт теплопровідності матеріалу кришки, якщо її діаметр dк = 130 мм і тов-
щина h = 16 мм, а також розрахувати густину q теплового потоку, що про-
ходить через кришку, і температуру t1 зовнішнього боку кришки, якщо 
внутрішній бік кришки нагрівається до температури  
t2 = 43 ºС. 

Відповідь: λ = 31,95 Вт/(м∙ºC); q =1278 Вт/м2; t1 = 42,36 ºС. 
 
5. Для оцінювання кількості теплоти, що 

відводиться від доріжки кочення роликів пі-
дшипника (рис. 6.2), розрахувати в перерізі 
А–А еквівалентний коефіцієнт теплопровід-
ності підшипникового вузла (розміри вказані 
на рисунку 2.3), який складається із зовніш-
нього кільця 1 підшипника (сталь ШХ15,  
λ1 = 33,4 Вт/(м∙ºС), стакана 2 (сталь 40Х,  

λ2 = 34 Вт/(м∙ºС) та маточини 3 (чавун СЧ12, λ3 = 40 Вт/(м∙ºС), а також ви-
значити загальний лінійний термічний опір шарів 1…3 і лінійні термічні 
опори окремих шарів цієї циліндричної стінки. 

Відповідь: λекв ≈ 36 Вт/(м∙ºC); RΣ = 6,10·10-3 (ºС∙м)/Вт;  
R1 = 1,58·10-3 (ºС∙м)/Вт; R2=2,06·10-3 (ºС∙м)/Вт; R3=2,46·10-3 (ºС∙м)/Вт. 
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6. Сталева циліндрична втулка спеціального вузла тертя з метою під-
вищення зносостійкості покрита по зовнішній поверхні нітридом титану, 
товщиною δ = 0,03 мм. Діаметри втулки: dзов = 52 мм; dвнут = 42 мм. Кое-
фіцієнти теплопровідності: сталі – λ1 = 40 Вт/(м∙ºС), покриття – 
 λ2 = 10 Вт/(м∙ºС). Тепловий режим – стаціонарний. Температури повер-
хонь втулки: tзов = 310 ºС; tвнут = 120 ºС. Визначити температуру tп втулки, 
розташовану під покриттям. 

Відповідь: tп = 308,97 ºС. 
 

7. Сталеву заготовку обробляли різцем, 
оснащеним пластинками з твердого сплаву 
Т14К8 (λ1 = 34,2 Вт/(м∙ºС). За виробничої 
необхідності за тих самих умов різання пе-
рейшли на різці з пластинками із твердого 
сплаву Т15К6 (λ2 = 27,3 Вт/(м∙ºС). Тепло-

провідність сталевої державки λ3=39,6 Вт/(м∙ºС).  
Як потрібно змінити товщину пластинки h на h′ за Н = const (товщина 

державки, рис. 6.3), щоб під час переходу до нового ріжучого матеріалу 
еквівалентний коефіцієнт теплопровідності не змінився?  

Оцініть термічні опори пластинок для вказаних твердих сплавів. 
Відповідь: h/h′ = [λ2(λ3-λ1)]/[ λ1(λ3-λ2)] ≈ 0,35; Rh/ Rh′ ≈ 0,44. 
 
8. Визначити коефіцієнт теплопровідності λ матеріалу труби теплооб-

мінного апарата, якщо критичний діаметр (зовнішній) труби d2кр= 404 мм 
за коефіцієнта тепловіддачі її зовнішньої поверхні α2 = 180 Вт/(м2∙ºС), а 
також розрахувати: 1) лінійний термічний опір циліндричної стінки для d2  
d2кр та d1 = 200 мм (внутрішній діаметр труби); 2) лінійний коефіцієнт теп-
лопередачі kl і тепловий потік Q через циліндричну стінку, якщо довжина 
труби l = 1 м, коефіцієнт тепловіддачі внутрішньої поверхні  
α1 = 360 Вт/(м2∙ºС), а перепад температур на стінці труби Δt = 70 ºС. 

Відповідь: λ = 36,36 Вт/(м∙ ºС); Rlc = 9,67·10-3 (ºС∙ м)/Вт;  
kl = 26,8 Вт/(м∙ ºС); Q = 5890,64 Вт. 
 
9. Металевий провідник приєднано до джерела електроенергії 

потужністю Р = 60 Вт. Розміри провідника: діаметр d = 2,5 мм; довжина  
l = 110 мм. За час τ = 5 с провідник нагрівається рівномірно по об’єму до 
температури t1 = 190 ºC. Температура навколишнього середовища 
t0 = 20 ºC. Термічний опір провідника RT = 890 ºС/Вт. Нехтуючи 
теплообміном у навколишнє середовище, визначити: 1) коефіцієнти 
теплопровідності λ і температуропровідності а та питому теплоємність с 

h  
  H 

   

q    

Рисунок 6.3 
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матеріалу провідника, якщо густина його матеріалу ρ = 8∙103 кг/м3; 
2) густину теплового потоку q на поверхні провідника. 

Відповідь: λ = 25,19 Вт/(м∙ºС); a = 7,7·10-6 м2/с; с = 408,73 Дж/(кг∙ºС); 
q = 6,95·104 Вт/м2. 

 
10. Мідний провідник напівприродної термопари діаметром d = 0,3 мм 

і довжиною l = 30 мм, покритий низькотеплопровідною ізоляційною плів-
кою, затиснуто між двома половинками пластини, торець якої з’єднаний з 
провідником. Пластину разом з провідником шліфують. За яким законом 
змінюватиметься температура по довжині провідника х, якщо надлишкова 
температура його торця, що шліфується, t2 = 400 ºС, а температура другого 
торця t0 = 20 ºС? Який тепловий потік відводиться через провідник, якщо 
коефіцієнт теплопровідності міді λм = 361 Вт/(м∙ºС). Взяти до уваги, що на 
торці провідника, який шліфується, виникають межові умови другого ро-
ду: для х = 0 густина теплового потоку qo = - λ∙dt/dx.  

Відповідь: t = 13,33·(30-x)+20 (тут х в мм); Q ≈ 0,34 Вт. 
 
11. Через тришарову плоску стінку проходить під час стаціонарного 

процесу теплопровідності тепловий потік густиною q = 6·104 Вт/м2. Тов-
щина зовнішніх шарів стінки δ1 = δ3 = 0,5 мм, а середнього – δ2 = 2 мм. Ко-
ефіцієнти теплопровідності шарів: λ1 = λ3 = 5 Вт/(м∙ºС); λ2 = 40 Вт/(м∙ºС). 
Температура зовнішнього боку стінки tc1 = 300 ºС. Визначити температури 
tc2 та tc3 середнього шару і tc4 внутрішнього боку стінки та еквівалентний 
коефіцієнт теплопровідності стінки λекв. 

Відповідь: tc2 = 294 ºC; tc3 = 291 ºC; tc4 = 285 ºC; λекв = 12 Вт/(м∙ºС). 
 
12. Через тришарову плоску стінку проходить під час стаціонарного 

процесу теплопровідності тепловий потік, густиною q = 8·104 Вт/м2. Тов-
щина зовнішніх шарів δ1 = δ3 = 1 мм, а середнього – δ2 = 5 мм. Коефіцієнти 
теплопровідності зовнішніх шарів λ1 = λ3 = 20 Вт/(м∙ºС). Температури зов-
нішніх боків стінок tc1 = 300 ºС та tc4 = 150 ºС. Визначити: температури се-
реднього шару tc2 та tc3 і коефіцієнт теплопровідності матеріалу цього ша-
ру; термічний опір стінки. 

Відповідь: tc2 = 296 ºC; tc3 = 154 ºC; λ2 = 2,82 Вт/(м∙ºС); 
 Rc = 1,87·10-3 (ºС∙м)/Вт. 

 
13. Через тришарову циліндричну стінку під час стаціонарного процесу 

теплопровідності проходить тепловий потік з лінійною густиною  
ql = 2·103 Вт/м. Товщина зовнішнього шару стінки δ2 = 0,4 мм, а зовнішній 
діаметр труби d2 = 60 мм. Внутрішній діаметр труби d1 = 40 мм, а товщина 
внутрішньої стінки δ1 = 0,5 мм. Теплопровідності шарів: λ1 = λ2 = 
= 4 Вт/(м∙ºC); λ3 = 361 Вт/(м ºC). Температура внутрішнього боку стінки 
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tc1 = 250 ºC. Визначити температури tc2 зовнішнього боку труби та tc3 і tc4 
внутрішнього шару, де відповідно tc3 та tc4 – температури на внутрішньому 
і зовнішньому боках внутрішнього шару. 

Відповідь: tc2 = 246,64 ºC; tc3 = 248,03 ºC; tc4 = 247,71 ºC. 
 
14. Через сферичну стінку відбувається стаціонарний процес теплопе-

редачі від одного середовища до іншого за таких значень параметрів про-
цесу: tвнут = tc1 = 150 ºС – температура внутрішнього боку сфери з  
dвнут = d1 = 80 мм, dзов = d2 = 100 мм; tp2 = 20 ºC – температура зовнішнього 
середовища; λ = 40 Вт/(м∙ºС) – коефіцієнт теплопровідності матеріалу 
сфери; Q = 25 Вт – тепловий потік через сферичну стінку; 
α1 = 20 Вт/(м2∙ºС) та α2 = 6,14 Вт/(м2∙ºС) – коефіцієнти тепловіддачі пове-
рхонь (внутрішньої та зовнішньої) сфери. Визначити: температури tc2, tр1; 
коефіцієнт теплопередачі kсф через сферичну стінку; густини теплового 
потоку на поверхнях сфери q1 та q2. 

Відповідь: tc2 = 149,75 ºC; tр1 = 212,20 ºC; kсф=0,04 Вт/ºС;  
q1=1244,03 Вт/м2; q2=796,18 Вт/м2. 
 
15. Через нескінченний стержень квадратного перерізу (b = 20 мм – до-

вжина ребра квадрата перерізу) проходить тепловий потік з початковим 
температурним напором Δtо = 20 ºC. Коефіцієнт теплопровідності матеріа-
лу стержня λ = 361 Вт/м∙°С, а коефіцієнт  тепловіддачі поверхні стержня 
αр = 20 Вт/(м2∙ºС). Знайти: температурні напори на поверхні стержня на 
відстанях від його початку x1 = 1 м та х2 = 3 м; темп охолодження стержня 
m; побудувати графік залежності θ = f(x), де θ = Δt/ Δtо – безрозмірна тем-
пература. 

Відповідь: Δt1 = 0,72 ºC; Δt2 = 9,17·10-4 ºC; m = 3,33 м-1;  
графік θ = f(x) – експонента θ = e -mx. 
 
16. Під час теплопередачі через стержень Ø 10 мм та довжиною L = 3 м 

температурний напір на відстані від початку стержня х = 1,5 м  
Δt = 4,23∙10-9 ºС. Матеріал стержня має коефіцієнт теплопровідності  
λ = 40 Вт/(м∙ºС). Коефіцієнти тепловіддачі поверхні стержня  
αр = 30 Вт/(м2∙ºС) і торця αL = 5 Вт/(м2∙ºС). Визначити: 1) темп охоло-
дження стержня m; 2) температурний напір на початку стержня Δtо із вра-
хуванням відношення αL/( m∙λ); 3) температурний напір на початку стерж-
ня Δt'

o, припустивши, що αL/( m∙λ) = 0; 4) відносну похибку  
δ = ± (Δtо-Δt'

o)/ Δtо на основі розрахунків за п. 2 і 3. 
Відповідь: m = 17,32 м-1; Δtо ≈ 800 ºC; Δt'

o ≈ 812 ºC; δ = - 0,015 (-1,5%). 
 
17. В трубі теплообмінного апарата установився стаціонарний режим 

теплообміну (потік гідродинамічно стабілізований) з температурним напо-
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ром Δt = 40 ºС. Режим теплообміну характеризується: числом Ре = 5800; 
густиною теплоносія ρ = 900 кг/м3; коефіцієнтом теплопровідності носія  
λ = 0,62 Вт/(м∙ºС). Потік рухається в трубі діаметром d0 = 40 мм (d0 – діа-
метр отвору труби). Визначити: густини (питомі кількості теплоти) тепло-
ти, які переносяться за рахунок конвекції qконв і теплопровідності qтепл рі-
дини (теплоносія), взявши за характерний розмір радіус труби, а також 
швидкість w потоку, якщо питома теплоємність енергоносія  
cp = 4174 Дж/(кг∙ºС). 

Відповідь: qконв = 7,192·106 Вт/м2; qтепл = 1240 Вт/м2; w = 0,048 м/с. 
 
18. Визначити коефіцієнт теплопровідності λ матеріалу труби теплооб-

мінного апарата, якщо критичний діаметр (зовнішній) труби d2кр= 404 мм, 
а коефіцієнті тепловіддачі її зовнішньої поверхні α2 = 180 Вт/(м2∙ºС), а та-
кож розрахувати: 1) термічний лінійний опір циліндричної стінки для       
d2 = d2кр та d1 = 200 мм (внутрішній діаметр труби); 2) лінійний коефіцієнт 
теплопередачі kl і тепловий потік Q через циліндричну стінку, якщо дов-
жина труби l = 1 м, коефіцієнт тепловіддачі внутрішньої поверхні  
α1 = 360 Вт/(м2∙ºС), а Δt = 80 ºС – температурний напір на стінці труби. 

Відповідь: λ = 36,36 Вт/(м∙ºС); Rlc = 9,67·10-3 (м∙ºС)/Вт;  
kl = 26,55 Вт/(м∙ºС); Q = 6,67·103 Вт. 
 
19. Процес вимушеної конвекції відбувається в трубі з внутрішнім діа-

метром d0 = 50 мм при температурі рідини tp = 90 ºC, яка має коефіцієнт те-
плопровідності λ = 0,68 Вт/(м∙ºС), коефіцієнт температуропровідності  
а = 16,8∙10-8 м2/с і кінематичну в’язкість v = 3,26·10-7 м2/с. Процес конвекції 
характеризується числом Пекле. Pe = 3900. Визначити: 1) число Прандтля; 
2) число Рейнольдса; 3) усталену швидкість потоку, взявши за характерний 
розмір внутрішній діаметр труби; 4) режим руху рідини (ламінарний, пе-
рехідний чи турбулентний); 5) питому теплоємність води ср, якщо за зада-
ної температури вона має густину ρ = 926 кг/м3. 

Відповідь: Pr = 1,94; Re = 1994; w = 0,013 м/с; перехідний, близький до 
ламінарного; cp = 4371 Дж/(кг∙ºС). 

 
20. Під час роботи важкого редуктора установився стаціонарний режим 

теплопередачі від картера редуктора до навколишнього середовища. Тем-
пература мастила в редукторі tм = 45 ºС, а температура навколишнього се-
редовища tp = 25 ºC . Товщина стінки корпусу редуктора δ = 10 мм, а пло-
ща його зовнішньої поверхні А = 4 м2. Коефіцієнт теплопровідності стінки 
(еквівалентний) редуктора λекв. = 32 Вт/( м∙ ºС), а коефіцієнт тепловіддачі 
зовнішньої поверхні αзовн. = 18 Вт/ (м2∙ºС). Тепловий потік, що проходить 
через стінки корпусу редуктора Q = 1000 Вт. Враховуючи коефіцієнт 
Кp = 1,3 тепловіддачу в металеву раму редуктора, визначити: 1) густину 
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теплового потоку, що проходить через стінку редуктора; 2) коефіцієнт теп-
лопередачі; 3) термічні опори тепловіддачі внутрішньої і зовнішньої пове-
рхонь корпуса редуктора та стінки редуктора.  

Відповідь: q = 250 Вт/м2; kт = 9,62 Вт/(м2∙ºС); Rтвн ≈ 4,81 ×  
× 10-2 (м2∙ºС)/Вт; Rтзн ≈ 5,56×10-2 (м2∙ºС)/Вт; Rтс ≈3,13∙10-4 (м2∙ºС)/Вт. 

 
21. Під час роботи закритого вузла тертя температура мастила зросла 

від t0 = 20 oC до t1 = 45 oC. Визначити: 1) тиск мастила у вузлі, якщо коефі-
цієнт теплового об'ємного розширення β = 9,7∙10-7 ºС-1, модуль пружності 
рідини κ = 1,4 109 Па, а початковий тиск р0 = 0,2 МПа; 2) чи зміниться гус-
тина мастила внаслідок збільшення температури і тиску, якщо початкова 
густина мастила ρ0 = 900 кг/м3? 

Відповідь: p1  = 0,234 МПа; густина мастила не зміниться, оскільки 
внаслідок зростання тиску на 0,034 МПа вона збільшиться на  
0,0218 кг/м3 і на таку саму величину зменшиться через зростання тем-
ператури на 25 oC. 

 
22. Під час роботи підшипника ковзання температура мастила, що ви-

користовується для його змащення, зросла від t0 = 20 ºC до t1 = const, а тиск 
в мастильному шарі зменшився з ро = 1 МПа до р1 = 0,5 МПа. Визначити 
робочу температуру t1, якщо п’єзокоефіцієнт αn = 4.10-10 Па-1, а показник 
степеня в температурній залежності динамічної в’язкості мастила  
m = 3. Густина мастила ρ = const. 

Відповідь: t1 ≈ 20,001 ºC. 
 
23. В трубі з внутрішнім діаметром dвн = 40 мм рухається зі швидкістю 

w = 5 м/с потік нагрітої до tp1 = 90 ºC рідини з питомою теплоємністю 
ср = 4,21·103 Дж/(кг∙ºС) і кінематичною в’язкістю υр = 3,26·10-7м2/с. Темпе-
ратура внутрішньої стінки труби tс1 = 88 ºС, а зовнішньої – tс2 = 80 ºС. Теп-
лопровідність матеріалу труби λ = 34 Вт/(м∙ºС), а температура навколиш-
нього середовища tp2 = 20 ºС. Визначити: 1) число Рейнольдса, взявши за 
характерний розмір dвн; 2) вважаючи тепловий процес стаціонарним, ліній-
ну густину теплового потоку ql через стінку труби для dзовн = 50 мм;  
3) лінійний коефіцієнт теплопередачі kl; 4) питому кількість теплоти qконв, 
що переноситься рухомою рідиною, якщо густина рідини  ρр = 900 кг/м3. 

Відповідь: Re ≈ 6,13∙105; ql ≈ 7655 Вт/м; kl ≈ 34,83 Вт/(м∙ºС);  
qконв ≈ 1,71∙109 Вт/м2. 
 
24. Процес кипіння перегрітої до tp = 110 ºC рідини відбувається за та-

ких значень параметрів рідини і пари: tн = 99,6 ºС – температура насичення 
при тиску р = 0,1 МПа; r = 2,257·106  Дж/кг – теплота пароутворення;        
l* =d0 = 5,06·10-5 м – характерний розмір парової бульбашки; ρп = 0,59 кг/м3 
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– густина пари; ρр = 990кг/м3 – густина рідини; Rе* = 0,01 – число Рейноль-
дса під час кипіння; λр = 0,68 Вт/(м∙ºС) – коефіцієнт теплопровідності рі-
дини; ар = 1,69·10-7 м2/с – коефіцієнт температуропровідності рідини; 
υр = 2,95∙10-7м2/с – кінематична в’язкість рідини; С = 6,25∙10-2, m = 0,5 та  
n = 0,33 – відповідно стала та показники степенів в критеріальному рів-
нянні для розрахунку тепловіддачі під час кипіння. Визначити: 1) коефіці-
єнт тепловіддачі αк під час кипіння; 2) густину теплового потоку q; 3) умо-
вну швидкість пароутворення wп; 4) критерії Nu* та Pr* 5) питому теплоєм-
ність рідини ср. 

Відповідь: αк ≈ 101,06 Вт/(м2∙ºС); q ≈ 1051 Вт/м2; wп ≈ 7,9∙10-4м/с; 
Nu* ≈ 7,52∙10-3; Pr* ≈ 1,75; ср ≈ 4064 Дж/(кг∙ºС). 

 
25. Процес конденсації водяної пари, що має температуру tп = 100 ºC 

відбувається за температури стінки посудини tс = 60 ºC. Взявши темпера-
туру поверхні конденсату tпов = 1,5tc, розрахувати густину потоку маси j 
пари, густину теплового потоку q до поверхні конденсату та міжфазний 
опір Rф, якщо відповідно: тиск пари для t = tп, рп = 0,12 МПа; t = tпов,  
рпов = 0,02 МПа, газова стала пари Rп = 455Дж/(кг∙К), а теплота фазового 
переходу r = 2,36·106 Дж/кг; kк = 0,7 – коефіцієнт конденсації. Вважаючи, 
що рух рідини в плівці конденсату ламінарний і теплопередача через плів-
ку відбувається тільки за рахунок теплопровідності, визначити товщину 
плівки конденсату δконд, якщо коефіцієнт теплопровідності води  
λ = 0,62 Вт/(м∙ºС). 

Відповідь: j ≈ 67,62 кг/(м2с); q ≈ 1,6∙108 Вт/м2; Rф ≈ 6,25 ×  
× 10-8 м2 ∙К/Вт; δконд ≈ 1,16∙10-7м. 

 
26. Процес конденсації водяної пари відбувається за тиску пари 

рп = 0,1 МПа і за температури пари tп = 99,6 ºС з коефіцієнтом конденсації 
kк=0,8 і газової сталої пари Rп = 450 Дж/(кг∙К). За цих умов температура і 
тиск пари на поверхні конденсату, відповідно, становлять: tпов = 89 ºС,  
рпов = 0,06 МПа, а теплота фазового переходу r = 2,26.106 Дж/кг. Визначи-
ти: 1) густину потоку маси пари j; 2) густину q теплового потоку на повер-
хні конденсату; 3) густини пари за температур tп і tпов і тисків рп і рпов, від-
повідно. 

Відповідь: j ≈ 30,5 кг/(м2с); q ≈ 7,9∙107 Вт/м2; ρп ≈ 0,6 кг/м3;  
ρпов ≈ 0,4 кг/м3. 

 
27. Черв’ячний редуктор має потужність на валу колеса Р2 = 12 кВт і  

к.к.д. η = 0,8. Охолодження редуктора здійснюється за рахунок природної 
конвекції з його корпусу. Коефіцієнт  теплопередачі k = 18 Вт/(м2∙ºС), а 
температура навколишнього середовища tp = 22 ºC. Міжосьова відстань  
aw = 260 мм пов’язана з поверхнею тепловіддачі залежністю А = 20∙аw

1,7 (де 
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aw – в м, а А ‒ в м2). Тепловіддачу в металеву раму, на якій установлено 
редуктор, врахувати коефіцієнтом Кр = 1,32. Визначити: 1) температуру tм 
мастила в корпусі редуктора; 2) тепловий потік Q та густину теплового по-
току q на поверхні редуктора; 3) потужність Р1 на валу черв'яка. 

Відповідь: tм ≈ 84,35 ºС; Q ≈ 3 кВт; q ≈ 1481 Вт; Р1 = 15 кВт. 
 
28. Режим бульбашкового кипіння води у відкритій посудині почина-

ється внаслідок перегрівання води до температури tс = 110 ºС. Розрахувати 
силу поверхневого натягу σ на межі бульбашки (пара ‒ рідина), перепад 
тиску ∆р між рідиною і парою та похідну (∂р/∂Т)н за умови термодинаміч-
ної рівноваги в киплячій рідині, якщо: tн = 99,6 ºС – температура насичення 
пари за тиску в рідині р = 0,1 МПа; r = 2,257.106 Дж/кг – теплота фазового 
переходу; ρп = 0,59 кг/м3 – густина пари; Rк = 50 мкм – критичний радіус 
бульбашки; ρр = 900 кг/м3 – густина води за температури кипіння. 

Відповідь: σ ≈ 1,57 Н/м; ∆р ≈ 0,063МПа;(∂р/∂Т)н ≈ 3576 (Дж кг)/(м3 К). 
 
29. На тіло падає потік інтегрального випромінювання густиною  

Е = 2,97·106 Вт/м2. Частина цього потоку поглинається тілом, а 30% від-
бивається в простір. Вважаючи, що система тіл, які беруть участь в проме-
невому теплообміні, знаходиться в термодинамічній рівновазі, визначити:    
1) густину поглинутого Епогл і відбитого Евідб потоків інтегрального випро-
мінювання; 2) коефіцієнт поглинання A та коефіцієнт відбиття R;  
3) температуру Т випромінювального тіла, взявши А = ε (ε – коефіцієнт ви-
промінювання ). С0 = 5,67 Вт/ ( м 2∙К 4 ) – випромінювальна здатність абсо-
лютно чорного тіла. 

Відповідь: A = 0,7; R = 0,3; Епогл = 2,079·106 Вт/м2; 
 Евідб = 8,91×105 Вт/м2; Т ≈ 2941 К. 
 
30. Густина інтегрального потоку півсферичного випромінювання аб-

солютно чорного тіла становить Е0 = 500 Вт/м2. Скориставшись законом 
Стефана ‒ Больцмана, визначити температуру Т тіла, якщо стала Стефа-
на−Больцмана σ0 = 5,67·10-8  Вт/(м2∙К4), а також розрахувати для знайденої 
температури густину інтегрального потоку випромінювання Е та випромі-
нювальну здатність Сс сірого тіла, коефіцієнт випромінювання якого 
ε = 0,04. 

Відповідь: Т ≈ 306,44 К; Е ≈ 20 Вт/м2; Сс ≈ 0,23 Вт/(м2∙К4).  
 
31. Тіло, нагріте до температури Т = 1550 ºС, має коефіцієнт випромі-

нювання ε = 0,06. Визначити: 1) густину інтегрального півсферичного по-
току Е випромінювання цього тіла, якщо стала Стефана − Больцмана  
σ0 = 5,67·10-8 Вт/(м2∙К4); 2) випромінювальну здатність тіла Сс; 3) густину 
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Ео інтегрального потоку випромінювання абсолютно чорного тіла з такою 
самою температурою поверхні. 
Відповідь: Е ≈ 1,96∙104 Вт/м2; Ео ≈ 3,27∙105 Вт/м2; Сс ≈ 0,34 Вт/(м2∙К4). 

 
32. Абсолютно чорне тіло випромінює тепловий потік, який характери-

зується довжиною хвилі λ = 700 мкм та температурою випромінювання  
Т = 3200 К. Розрахувати спектральну густину теплового потоку Еоλ цього 
випромінювання за законами Планка та Релея − Джинса і визначити похи-
бку, яку дає розрахунок за законом Релея − Джинса. Константи випромі-
нювання: С1 = 5,94·10-17 Вт∙м2; С2 = 1,44·10-2 м∙К. 

Відповідь: (Еоλ)пл. ≈ 343,99 Вт/м3; (Еоλ)рд ≈ 345,26 Вт/м3; δЕ ≈ - 0,37%. 
 
33. Півсфера радіусом r = 80 мм випромінює інтегральний потік  

Q = 1 кВт. Коефіцієнт випромінювання півсфери ε = 0,8. Процес випромі-
нювання стабілізований. Взявши випромінювальну здатність абсолютно 
чорного тіла С0 = 5,67 Вт/(м2∙К4), визначити: 1) густину Е потоку інтегра-
льного випромінювання півсфери; 2) температуру Т поверхні півсфери; 
3) яскравість І потоку випромінювання півсфери в межах тілесного кута   
ω = 2π, взявши площу випромінювальної площадки такою, що дорівнює 
площі поверхні півсфери. 

Відповідь: Е ≈ 2,49∙104 Вт/м2; Т ≈ 860,76 К; І ≈ 7,93∙103 Вт/(м2 ∙ср). 
 
34. Абсолютно чорне тіло випромінює спектральний потік, максималь-

ній густині (Еоλ)max  якого відповідає довжина хвилі λmax = 5 мкм. Розраху-
вати за законом Віна температуру Т та (Еоλ)max цього тіла і спектральну гу-
стину (Еλ)max сірого тіла з коефіцієнтом випромінювання ελ = 0,39, якщо 
константи випромінювання в різних формах закону зміщення Віна  
С3 = 2,898 10-3 м/К та С4 = 1,286 10-5 Вт/(м3К5). 
Відповідь: Т ≈ 579,6 К; (Еоλ)max ≈ 8,41∙108 Вт/м3; (Еλ)max ≈ 3,28∙108 Вт/м3. 

 
35. Між двома непрозорими паралельними стінками, розташованими на 

відстані l = 0,6 м, в оптично тонкому середовищі здійснюється радіаційно-
кондуктивний теплообмін. Температури стінок, відповідно, Т1 = 650 ºС та 
Т2 = 120 ºС, коефіцієнт теплопровідності середовища λс = 0,62 Вт/(м∙К), 
стала Стефана − Больцмана σ0 = 5,67.10-8 Вт/(м2∙К4), коефіцієнти погли-
нання стінок, відповідно, А1 = 0,2 та А2 = 0,08. Визначити густини тепло-
вих потоків, які переносяться випромінюванням qр і за рахунок теплопро-
відності qт середовища, знайти сумарну густину теплового потоку q та 
співвідношення qр/ q і qт/ q. 

Відповідь: qр ≈ 2,41∙103 Вт/м2; qт ≈ 547,67 Вт/м2; q ≈ 2,96∙103 Вт/м2;  
qр/ q ≈ 0,81; qт/ q ≈ 0,19. 
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36. Плоска деталь механізму у вигляді пластини в жорстких напрямних 
піддається інтенсивному нагріванню тепловим потоком густиною  
q =8·104 Вт/м2, вектор якої перпендикулярний до пластини товщиною  
δ = 5 мм. Фізичні параметри матеріалу (сталь 40Х) пластини: коефіцієнт 
теплопровідності λ = 34 Вт/(м∙ºС); модуль пружності Е = 2,15∙105 МПа; 
коефіцієнт лінійного теплового розширення ξ = 10·10-6 ºС-1; коефіцієнт Пу-
ассона νп = 0,3; напруження текучості σт = 350 МПа. Температурний напір 
між боками пластини ∆t = t1 – t2 = 0,2 ºС, де t1 ˃ t2, а t1 = 150 ºС. Тепловий 
процес – стаціонарний. Визначити: 1) температуру t2 («холодний» бік пла-
стини); 2) максимальні термічні напруження в крайніх шарах пластини 
σmax; 3) коефіцієнт nt термічної міцності матеріалу пластини. 

Відповідь: t2 = 149,8 ºС; σmax = ± 723 МПа (знак «плюс» відноситься до 
напружень розтягування (холодний бік пластини), а «мінус» – до стискан-
ня (гарячий бік пластини); nt = 3874,42 Вт/м. 

 
37. В тонкостінній трубі з внутрішнім діаметром d = 20 мм і товщиною 

стінки δ = 2 мм теплообмінного апарата рухається теплоносій під тиском  
p = 1 МПа і переноситься тепловий потік з середньою густиною  
q =8·104 Вт/м2. Матеріал труби – латунь з такими фізичними параметрами: 
коефіцієнт теплопровідності λ = 111 Вт/(м∙ºС); модуль пружності  
Е = 9,8∙104 МПа; коефіцієнт лінійного теплового розширення  
ξ = 18,4·10-6 ºС-1; коефіцієнт Пуассона νп = 0,35. Тепловий процес – стаціо-
нарний. Визначити: 1) сумарне напруження σΣ розтягування в стінці труби; 
2) оптимальну товщину δопт стінки труби, за якої сумарне напруження  
σΣ = σmin. 

Відповідь: σΣ ≈ 70 МПа; δопт = 3,2 мм. 
 
38. Під час роботи карбюраторного двигуна внутрішнього згоряння, що 

працює за ідеальним циклом Отто (див. рис. 5.2) температура паливної су-
міші (робочого тіла) на початку процесу її стиснення Т1 = 125 ºС, а в кінці 
етапу стискання за адіабатою 1–2 (див. рис. 5.2) стала Т2 = 350 ºС. На мо-
мент загоряння температура згоряння паливної піднялась до  
Т3 = 2000 ºС. Взявши показник адіабати k = 1,4, визначити: 1) ступінь ε 
стискання паливної суміші; 2) термічний к.к.д. двигуна; 3) температуру Т4 
продуктів згоряння паливної суміші на початку її випускання (див. рис. 5.2 
– ізохора 4–1). 

Відповідь: ε = 12,9; ηт.О = 0,64; Т4 = 714,3 ºС. 
 
39. Під час роботи карбюраторного двигуна внутрішнього згоряння, що 

працює за ідеальним циклом Дизеля (див. рис. 5.3), ступінь стискання по-
вітря ε = 16, за якого в циліндрі двигуна в кінці процесу стискання темпе-
ратура повітря піднялась до рівня Т2 = 700 ºС. Термічний к.к.д. двигуна  
ηт.Д = 0,67, а показник адіабати k = 1,4. Визначити: 1) ступінь попередньо-
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го розширення εпоп під час загоряння паливної суміші; 2) температуру Т3 в 
кінці процесу згоряння паливної суміші за ізобарою 2–3 (див. рис. 5.3). 

Відповідь: εпоп ≈ 1,02 ; Т3 ≈ 714 ºС. 
 
40. Газотурбінний двигуна внутрішнього згоряння (див. рис. 5.6), що 

працює за ідеалізованим циклом згоряння палива за p = const (див.  
рис. 5.7), має ступінь попереднього розширення εпоп = 2,2, а тиск вихлопу 
відпрацьованих продуктів згоряння р1 = 0,12 МПа. Показник адіабати  
k = 1,4. Температура в камері згоряння на початку процесу запалювання  
Т2 = 700 ºС. Визначити: 1) максимальний термічний к.к.д. ηт.ГДі двигуна за 
ізотермічного процесу стискання повітря в камері згоряння; 2) температу-
ру Т3 та тиск р2 в камері згоряння в кінці процесу згоряння паливної сумі-
ші; 3) термічний к.к.д. ηт.ГДа двигуна за адіабатного процесу стискання по-
вітря в камері згоряння. 

Відповідь: максимальний термічний к.к.д. ηт.ГДі ≈ 0,28; Т3 ≈ 1540 ºС; 
р2 ≈ 1,89 МПа, ηт.ГДа ≈ 0,55. 

 
41. Обґрунтувати математично, за яких умов термічний к.к.д. циклу 

Карно ηт.К = 1 – (Т2 / Т1) (тут Т1, Т2 – відповідно, температури водяної пари 
на вході та на виході з парової турбіни) може мати максимально можливе 
значення. Пояснити, чи можливо це з фізичної точки зору? 

 
42. Парокомпресорний холодильник працює за зворотним циклом Кар-

но. Т1 = 20 ºС, Т2 = - 18 ºС – відповідно температури холодоагенту до та пі-
сля його адіабатного розширення. Визначити холодильний коефіцієнт цьо-
го холодильника ψ.  

Відповідь: ψ ≈ - 0,47. 
 
6.2 Приклади розв’язування задач 
 
1. Під час точіння заготовки із сталі затрачується ефективна потужність 

Реф = 2780 Вт. 5% від цієї потужності повністю перетворюється на тепло-
ту і передається через контактну площадку ОА = 1,5 мм (рис. 2.1) в різець, 
а з нього 1% від Реф повертається в заготовку через контактну площадку 
ОВ = 0,12 мм. Вважаючи процес теплопередачі теплопровідністю під час 
цієї обробки стаціонарним, визначити: 1) густини теплових потоків, що 
проходять через площадки ОА та ОВ, якщо ширина обох площадок 
b1=b2= 5 мм, а теплові потоки по поверхні площадок розподілені 
рівномірно; 2) кількості теплоти, що виділяються на площадках ОА і ОВ за 
час оброблення τ = 30с та середні градієнти температури на цих 
площадках, якщо коефіцієнт теплопровідності матеріалу заготовки λ = 36,9 
Вт/(м⋅°С) .  
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Розв’язування 
1. Розраховуємо теплові потоки, що прохо-

дять через площадки ОА та ОВ згідно з умовами 
задачі: 

 
QОА = Реф·0,05 = 2780·0,05 = 139 Вт;  
QОВ = Реф·0,01 = 2780·0,01 = 27,8 Вт. 
 

2. Визначаємо густини теплових потоків, що проходять через площадки 
ОА та ОВ, за відомими з курсу ТОТ формулами: 

 
qОА = QОА/АОА = 139/7,5·10-6 = 1,85·107 Вт/м2; qОВ = QОВ/АОВ =  
= 27,5/6·10-7 = 4,58·107 Вт/м2, 
 

де АОА = b1·ОА = 5·10-3·1,5·10-3 = 7,5·10-6 м2; АОВ = b2·ОВ = 5·10-3·1,2·10-4 = 
= 6·10-7 м2 – відповідно площі площадок ОА і ОВ. 

 
3. Знаходимо кількості теплоти, що виділяються на площадках ОА і ОВ 

за час оброблення τ = 30 с за відомими залежностями: 
 
QτОА = QОА·τ = 139·30 = 4170 Дж; QОВτ = QτОВ = 27,8·30 = 834 Дж. 
 
4. Середні градієнти температури на площадках ОА і ОВ розраховуємо 

за законом Фур’є; 
 
(grad t)ОА = - qОА/λ = 1,85·107/36,9 = - 5,01·105 ; 
(grad t)ОВ = - qОВ/λ = 4,58·107/36,9 = - 1,24·106 . 
 
Відповідь: qOA = 1,85·107 Вт/м2; qOВ = 4,58·107 Вт/м2; QτOA = 4170 Дж; 

QτOВ = 834 Дж; (gradt)ОА = - 5,01·105 ºС/м; (gradt)ОВ =  - 1,24·106 ºС/м. 
 
2. Процес вимушеної конвекції відбувається в трубі з внутрішнім діа-

метром d0 = 50 мм за температури рідини tp = 90 ºC, яка має коефіцієнт те-
плопровідності λ = 0,68 Вт/(м∙ºС), коефіцієнт температуропровідності  
а = 16,8∙10-8 м2/с і кінематичну в’язкість v = 3,26∙10-7 м2/с. Процес конвекції 
характеризується числом Пекле. Pe = 3900. Визначити: 1) число Прандтля; 
2) число Рейнольдса; 3) усталену швидкість потоку, взявши за характерний 
розмір внутрішній діаметр труби; 4) режим руху рідини (ламінарний, пере-
хідний чи турбулентний); 5) питому теплоємність води ср, якщо за заданої 
температури вона має густину ρ = 926 кг/м3. 

 
Розв’язування 

 

1. Розраховуємо число Прандтля за формулою 
Pr = ν/a = 3,26·10-7/16,8·10-8 = 1,94. 

O    A    
B    

Рисунок 6.2.1 
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2. З формули для числа Пекле знаходимо усталену швидкість потоку та 
розраховуємо число Рейнольдса і визначаємо режим руху рідини: 

Pe = w·d0/a, звідси отримуємо:  
w = Pe·a/ d0 = 3900·1,68·10-7/5·10-2 = 0,013 м/с;  
Re = w·d0/ν = 0,013·5·10-2/3,26·10-7 = 1994 – це перехідний режим. 
 
3. Питому теплоємність води визначаємо з формули для коефіцієнта 

температуропровідності: 
а = λ/(ср·ρ), звідси знаходимо: ср = λ/(а·ρ) = 0,68/(1,68·10-7·926) =  
= 4371 Дж/(кг·ºC). 
 
Відповідь: Pr = 1,94; Re = 1994; w = 0,013 м/с; перехідний, близький до 

ламінарного; cp = 4371 Дж/(кг∙ºС). 
 
3. Розрахувати критерій Нуссельта Nu та коефіцієнт тепловіддачі α ве-

ртикальної стінки важкого верстата за природної конвекції, якщо задано:   
h = 1,25 м – висота стінки; λ = 2,59∙10-2 Вт/(м∙◦С) – коефіцієнт теплопрові-
дності повітря; Ra = 120 – критерій Релея; с = 1,18; n = 0,125 – відповідно 
коефіцієнт і показник степеня в критеріальному рівнянні, що описує при-
родну конвекцію. Визначити також критерій Прандтля Pr і коефіцієнт тем-
пературопровідності а, якщо критерій Грасгофа Gr = 142,25, а кінематична 
в’язкість повітря ν = 1,51∙10-5 м2/с. 
 

Розв’язування 
1. За відомим з курсу ТОТ критеріальним рівнянням, що описує приро-

дну конвекцію, і критеріальними формулами розраховуємо критерій Нус-
сельта та коефіцієнт тепловіддачі: 

Nu = c·Ran = 1,18·1200,125 = 2,15; Nu = α·h/λ, звідки знаходимо 
α = Nu·λ/h = 2,15·2,59·10-2/1,25 = 0,045 Вт/(м2·ºC). 
 
2. З відомих залежностей між критеріями Релея, Грасгофа та Прандтля і 

критеріальної формули останнього, знаходимо критерій Прандтля Pr та ко-
ефіцієнт температуропровідності а: 

 
Ra = Gr·Pr, звідки отримуємо: Pr = Ra/ Gr = 120/142,25 = 0,84; 
Pr = ν/а, звідки а = ν/ Pr = 1,51·10-5/0,84 = 1,8·10-5 м2/с. 
 
Відповідь: Nu = 2,15; α = 0,045 Вт/(м2·ºC); Pr = 0,84; а = 1,8∙10-5 м2/с. 
 
4. Процес конденсації водяної пари, що має температуру tп = 100 ºC, ві-

дбувається за температури стінки посудини tс = 60 ºC. Взявши температуру 
поверхні конденсату tпов = 1,5tc, розрахувати густину потоку маси j пари, 
густину теплового потоку q до поверхні конденсату та міжфазний опір Rф, 
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якщо відповідно: тиск пари для t = tп, рп = 0,12 МПа; t = tпов,  
рпов = 0,02 МПа, газова стала пари Rп = 455Дж/(кг∙К), а теплота фазового 
переходу r = 2,36·106 Дж/кг; kк = 0,7 – коефіцієнт конденсації. Вважаючи, 
що рух рідини в плівці конденсату ламінарний і теплопередача через плів-
ку відбувається тільки за рахунок теплопровідності, визначити товщину 
плівки конденсату δконд, якщо коефіцієнт теплопровідності води  
λ = 0,62 Вт/(м∙ºС). 

 
Розв’язування 

1. За відомим з курсу ТОТ рівнянням Герца – Кнудсена розраховуємо 
густину потоку маси пари 
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≈ 67,62 кг/(м2∙с), 

 
де Тп = tп + 273 = 100 + 273 = 373 К; Тпов = 1,5∙tс + 273 = 1,5∙60 + 273 =  
= 363 К. 

 
2. Розраховуємо густину теплового потоку та міжфазний опір за відо-

мими з курсу ТОТ формулами: 

q = r·j = 2,36·106·67,62 ≈ 1,6·108 Вт/м2; 
q
ttR повп

ф

−
= = 8106,1

90100
⋅
− =  

= 6,25·10-8 м2·К/Вт. 
 
3. Припускаючи, що плівка конденсату має форму плоскої стінки, ви-

значаємо товщину плівки із залежності для густини теплового потоку че-
рез плоску стінку за стаціонарного режиму теплопередачі: 

 
q = λ·( tпов – tс)/δконд, звідки знаходимо: δконд = λ·( tпов – tс)/ q =  
= 0,62·(90 – 60)/ 1,6·108 ≈ 1,16·10-7 м = 1,16·10-4 мм. 
 
Відповідь: j ≈ 67,62 кг/(м2с); q ≈ 1,6∙108 Вт/м2; Rф ≈ 6,25∙10-8 м2 ·К/Вт; 

δконд ≈ 1,16∙10-7м. 
 
5. В трубі об’ємом V = 10-3 м3 і довжиною L = 2 м відбувається процес 

концентраційної дифузії в суміші кисню (О2) та азоту (N2) за постійних ти-
ску р = 200 кПа й температури Т = 373,15 К. Відносні концентрації кисню 
та азоту, відповідно mO = 0,6 i mN = 0,4. Густина кисню та азоту за норма-
льних умов (рн = 101,325 кПа і Тн = 273,15 К) ρОн = 1,47 кг/м3 та 
ρNн = 1,25 кг/м3 і газові сталі Ro  = 260 Дж/(кг∙К) та  NR = 297 Дж/(кг∙К). 
Коефіцієнт дифузії кисню відносно азоту D = 1,74 м2/с. Визначити маси та 
густини компонентів і середню густину суміші для нормальних умов (МОн, 
МNн, ρОн, ρNн, ρ∑н) і заданих (MO, MN, ρO, ρN, ρΣ) тиску та температури. 
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Знайти середню газову сталу суміші RΣ, а також розрахувати для стаціона-
рного процесу концентраційної дифузії густину потоку jк.д.О та потік Jк.д.О 
маси кисню відносно азоту, вважаючи зміни цих величин вздовж труби і в 
її поперечному перерізі рівномірними. 

 
Розв’язування 

1. Оскільки за умовою задачі об’єм газової суміші в трубі постійний, то 
за відомими з елементарної фізики формулами розраховуємо маси кисню 
та азоту для нормальних умов: 

 
МОн = ρОн·V = 1,47·1·10-3 = 1,47·10-3 кг; МNн = ρNн·V = 1,25·1·10-3 =  
= 1,25·10-3 кг. 
 
2. За відомими з термодинаміки формулами визначаємо середню гус-

тину суміші для нормальних умов, густини та маси компонентів і середню 
густину суміші для заданих тиску та температури і середню газову сталу: 

 
ρ∑н = (ρОн МОн + ρNн·МNн)/( МОн + МNн) = 
= (1,47·1,47·10-3 + 1,25·1,25·10-3) / (1,47·10-3 + 1,25·10-3) = 1,37 кг/м3; 
ρО = ρОн·Тн·р/(Т·рн) = 1,47·273,15·200/(373,15·101,325) = 2,12 кг/м3; 
ρN = ρNн·Тн·р/(Т·рн) = 1,25·273,15·200/(373,15·101,325) = 1,81 кг/м3; 
MO = ρО·V = 2,12·1·10-3 = 2,12·10-3 кг; MN = ρN·V = 1,81·1·10-3 =  
= 1,81·10-3 кг; 
ρΣ = (ρО·МО + ρN·МN)/(МО + МN) = 
= (2,12·2,12·10-3 + 1,81·1,81·10-3) / (2,12·10-3 + 1,81·10-3) = 1,98 кг/м3; 
RΣ = (RO·MO + RN·MN)/(MO + MN) = 
= (260·2,12·1·10-3+297·1,81·10-3) / (2,12·10-3 + 1,81·10-3) = 277 Дж/(кг·К). 
3. Використовуючи закон Фіка, розраховуємо густину потоку та потік 

маси кисню за умови рівномірного потоку: 
 
jк.д.О = -D·(grad mO)m = -1,74·(-0,3) ≈ 0,52 кг/(м2·с); 
Jк.д.О = jк.д.О·A = jк.д.О·V/L = 0,52·1·10-3/2 = 2,6·10-4 кг/с, 
 

де (grad mO)m = - mO/ L = - 0,3 м-1 – середній градієнт відносної концентра-
ції кисню (знак «мінус» в формулі для градієнта відносної концентрації 
кисню обумовлений тим, що вектор градієнта направлений в бік більшої 
концентрації, а вектор густину потоку маси компонента суміші в бік мен-
шої концентрації); А = V/L = 1·10-3/2 = 5·10-4 м2 – площа поперечного пере-
різу труби. 

 
Відповідь: МОн = 1,47·10-3 кг; МNн = 1,25·10-3 кг; ρ∑н = 1,37 кг/м3;  

ρО = 2,12 кг/м3; ρN = 1,81 кг/м3; MO = 2,12·10-3 кг; MN = 1,81·10-3 кг;  
ρΣ = 1,98 кг/м3; RΣ = 277 Дж/(кг∙К). 
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6. Густина інтегрального потоку півсферичного випромінювання абсо-
лютно чорного тіла становить Е0 = 500 Вт/м2. Скориставшись законом 
Стефана − Больцмана, визначити температуру Т тіла, якщо стала Стефана–
Больцмана σ0 = 5,67·10-8  Вт/(м2·К4), а також розрахувати для знайденої 
температури густину інтегрального потоку випромінювання Е та випромі-
нювальну здатність Сс сірого тіла, коефіцієнт випромінювання якого  
ε = 0,04. 

Розв’язування 
 

1. Із закону Стефана – Больцмана Е0 = σ0·Т4 знаходимо: 
 
Т = (E0/σ0)0,25 = (500/(5,67·10-8))0,25 ≈ 306,44 К. 
 
2. За законом Стефана – Больцмана для сірих тіл розраховуємо густину 

інтегрального потоку випромінювання та випромінювальну здатність сіро-
го тіла: 

 
Е = ε·Е0 = 0,04·500 ≈ 20 Вт/м2; Сс = ε·С0 = 0,04·5,67 ≈ 0,23 Вт/(м2·К4), 
 

де С0 = σ0·108 ≈ 5,67 Вт/(м2·К4) − випромінювальна здатність абсолютно 
чорного тіла. 
 

Відповідь: Т ≈ 306,44 К; Е ≈ 20 Вт/м2; Сс ≈ 0,23 Вт/(м2·К4). 
 

6.3 Тести для самоконтролю ступеня засвоєння дисципліни 
 
1. Яка умова має виконуватись, щоб температурне поле було стаці-

онарним? 
Відповіді. 

1. Температура має бути постійною. 2. Незмінність температури в 
часі. 3. Температура не змінюється в часі, але в просторі змінюється від 
точки до точки. 4. Незмінність температур в просторі. 

 
2. Як розташовані ізотермічні поверхні в просторі тіла? 

Відповіді. 
1. Хаотично. 2. Є дотичними між собою. 3. Можуть перетинатись і 

обриватись всередині тіла. 4. Є паралельними між собою, замкнутими 
всередині тіла і закінчуються тільки на поверхні тіла. 

 
3. Як розташовуються відносно ізотермічних поверхонь поверхні 

теплового потоку? 
Відповіді. 

1. Ці поверхні є дотичними між собою. 2. Перетинаються під довіль-
ним кутом. 3. Ортогональні між собою, тобто перетинаються під кутом 
90о. 4. Є паралельними між собою. 
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4. Як співвідносяться між собою вектори градієнта температури та 
густини теплового потоку? 

Відповіді. 
1. Перетинаються під довільним кутом. 2. Лежать на одній прямій, 

але направлені в різні боки: вектор градієнта температури в бік зростан-
ня температури, а вектор густини теплового потоку в бік її зменшення.               
3. Лежать на одній прямій і направлені в один бік. 4. Перетинаються під 
кутом 90о. 

 
5. Який закон визначає напрям вектора густини теплового потоку? 

Відповіді. 
1. Закон Фур’є. 2. Закон Ньютона − Ріхмана. 3. Перший закон термо-

динаміки. 4. Другий закон термодинаміки. 

6. Який із названих видів теплопередачі є чисто молекулярним пе-
реносенням теплоти? 

Відповіді. 
1. Конвективний. 2. Променевий. 3. Теплопровідність. 4. Кондуктивний. 

7. Який закон природи описує залежність q = -λ grad t, де q – густина 
теплового потоку; λ – коефіцієнт теплопровідності речовини; grad t – 
градієнт температури? 

Відповіді. 
1. Закон Ньютона − Ріхмана. 2. Закон Фур’є. 3. Закон Ома. 4. Закон 

Планка. 
 
8. Яка розмірність в системі одиниць СІ коефіцієнта теплопровід-

ності λ? 
Відповіді. 

1. Вт/м2. 2. Вт/(м2·К). 3. Вт/(м·К). 4. Дж/(кгК). 
 

9. Що характеризує в теплових процесах коефіцієнт температуро-
провідності а, м2/с? 

Відповіді. 
1. Теплову провідність. 2. Зміну температури в просторі та часі.                 

3. Теплоінерційні властивості речовини і швидкість поширення теплоти в 
речовині. 4. Здатність речовини проводити теплоту. 

 
10. Як здійснюється процес теплопровідності в металах та їх спла-

вах? 
Відповіді. 

1. Шляхом проходження через метал хвилі пружної деформації. 2. За 
рахунок теплових коливань атомів кристалічних ґраток. 3. Внаслідок теп-
лового руху вільних електронів та пружних коливань іонів, що розташова-
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ні у вузлах кристалічних ґраток. 4. Через пружну взаємодію між собою іо-
нів, що розташовані у вузлах кристалічних ґраток. 

 
11. Як змінюється теплопровідність газів із зростанням їх темпера-

тури? 
Відповіді. 

1. Зменшується. 2. Зростає. 3. Залишається постійною. 4. Спочатку 
зростає, а потім зменшується. 

 
12. За якої температури за шкалою Цельсія дистильована вода має 

найбільшу густину? 
Відповіді. 

1. 0 оС.  2. 2 оС.  3. 4 оС.  4. 10 оС. 
 
13. Який тепловий процес описує окремий вид рівняння теплопро-

відності ,0qt2 =+∇ νλ де λ = const – коефіцієнт теплопровідності речови-
ни; 2222222 z/ty/tx/tt ∂∂+∂∂+∂∂=∇  – оператор Лапласа в декартовій си-
стемі координат; qv – інтенсивність внутрішніх джерел теплоти, що ді-
ють в тілі? 

Відповіді. 
1. Нестаціонарний просторовий процес теплопровідності. 2. Стаціо-

нарний двовимірний тепловий процес. 3. Тривимірний стаціонарний процес 
теплопровідності за наявності внутрішніх джерел теплоти. 4. Це рівнян-
ня Фур’є. 

 
14. Якого виду процес теплопровідності описує рівняння 

,/tcq τρν ∂∂⋅⋅= де qv – інтенсивність внутрішніх джерел теплоти; с – пи-
тома теплоємність тіла; ρ – густина тіла; ∂t/∂τ – локальна швидкість 
зміни температури (t – температура, τ – час)? 

Відповіді. 
1. Нестаціонарний процес теплопровідності в тривимірному твердому 

тілі за рахунок дії внутрішніх джерел теплоти та за відсутності підве-
дення теплоти в тіло ззовні. 2. Стаціонарний процес теплопровідності в 
тривимірному тілі за рахунок дії внутрішніх джерел теплоти і відсутно-
сті підведення теплоти в тіло ззовні. 3. Це локальне рівняння теплопрові-
дності. 4. Це рівняння теплопровідності Пуассона. 

 
15. За яким законом змінюється температура в поперечному пере-

різі плоскої стінки товщиною δ, через яку відбувається стаціонарний 
процес теплопередачі теплопровідністю за λ = const (λ – коефіцієнт теп-
лопровідності стінки)? 

Відповіді. 
1. Нелінійним. 2. Логарифмічним. 3. Лінійним. 4. Експоненціальним. 
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16. За яким законом змінюється температура вздовж нескінченного 
стержня, якщо λ = const – коефіцієнт теплопровідності матеріалу стер-
жня та αр = const – коефіцієнт тепловіддачі поверхні стержня? 

Відповіді. 
1. Параболічним. 2. Гіперболічним. 3. Лінійним. 4. Експоненціальним. 
 
17. За яким законом змінюється температура під час стаціонарного 

процесу теплопровідності в напрямку радіуса циліндричної стінки, 
якщо λ = const – коефіцієнт теплопровідності матеріалу стінки? 

Відповіді. 
1. Гіперболічним. 2. Лінійним. 3. Логарифмічним. 4. Експоненціальним. 

18. Що характеризує число БіО Ві = αℓо/λ, де α – коефіцієнт тепло-
віддачі поверхні твердого тіла; ℓо – характерний розмір тіла; λ – коефі-
цієнт теплопровідності тіла? 

Відповіді. 
1. Це безрозмірний градієнт температури на поверхні тіла. 2. Співвід-

ношення між термічними опорами тіла та тепловіддачі. 3. Процес теп-
ловіддачі з поверхні тіла. 4. Безрозмірний термічний опір теплопередачі. 

 
19. Який закон описує залежність (grad t)с = -(α/λ)∙∆tс, де (grad t)с – 

градієнт температури на поверхні твердого тіла; α – коефіцієнт тепло-
віддачі з поверхні тіла; ∆tс – температурний напір на поверхні тіла? 

Відповіді. 
1. Це закон Ньютона − Ріхмана. 2. Це закон Фур’є. 3. Закон збережен-

ня енергії для поверхні тіла в умовах стаціонарного процесу теплопереда-
чі. 4. Закон конвективної тепловіддачі. 

20. Як пов’язані між собою залежність (grad t)с = -(α/λ)∙∆tс та число 
Нуссельта Nu = αℓо/λр, де (grad t)с – градієнт температури на поверхні 
тіла; α – коефіцієнт тепловіддачі з поверхні тіла; ∆tс – температурний 
напір на поверхні тіла; ℓо – характерний розмір тіла; λ, λр – відповідно 
коефіцієнти теплопровідності тіла та середовища, які взаємодіють в 
режимі стаціонарної теплопередачі? 

Відповіді. 
1. Ці залежності ніяк не пов’язані між собою. 2. Обидві залежності 

описують конвекцію. 3. Фактично це одне і те саме, тільки перша залеж-
ність – це градієнт температури на поверхні тіла в розмірній формі, а 
число Нуссельта в безрозмірній. 4. Обидві залежності описують процес 
теплопередачі між тілом і середовищем. 

 



170 
 

21. Який фізичний зміст має число Пекле Ре = wℓо/а у випадку кон-
вективного процесу теплопередачі? 

Відповіді. 
1. Характеризує теплоінерційні властивості рідини. 2. Установлює 

співвідношення між питомими кількостями теплоти (густинами тепло-
вого потоку), що переносяться за рахунок руху рідини (газу) та теплопро-
відності речовини. 3. Характеризує швидкість передачі теплоти в рідині 
або газі. 4. Є критерієм швидкохідності джерел теплоти, що діють в рі-
дині або газі. 

 
22. Що є причиною появи примежового гідродинамічного шару під 

час набігання потоку рідини (газу) на тверду нерухому поверхню? 
Відповіді. 

1. Гальмівна сила тертя рідини між поверхнею і частинками рідини 
та між шарами рідини. 2. Внутрішнє тертя в рідині. 3. Зміна режиму ру-
ху рідини. 4. Інерційні сили, що діють в рідині. 

 
23. Чому під час теплообміну між рідиною і твердою стінкою через 

примежовий тепловий шар основний тепловий потік передається за 
рахунок теплопровідності рідини? 

Відповіді. 
1. Через малу швидкість руху рідини в примежовому тепловому шарі. 

2. Через малу товщину примежового теплового шару, поперек (по товщи-
ні) якого градієнт швидкості частинок рідини ∂w/∂у → 0. 3. Внаслідок ла-
мінарного руху рідини в примежовому тепловому шарі. 4. Тому що, ма-
буть, в цьому шарі відсутня конвекція. 

 
24. Чому за турбулентного режиму руху рідини інтенсивність теп-

лопередачі вища ніж під час ламінарного руху? 
Відповіді. 

1. Через інтенсивне перемішування рідини. 2. Внаслідок додаткового 
перенесення кількості руху та турбулентного перенесення теплоти, за 
якого коефіцієнт турбулентного перенесення теплоти λт  λ, де λ – кое-
фіцієнт теплопровідності рідини. 3. Через можливе руйнування примежо-
вих гідродинамічного та теплового шарів. 4. Через більшу середню швид-
кість руху рідини. 

 
25. В чому полягає різниця між фізичними змістами чисел Грасго-

фа Gr = gβℓо
3∆t/ν2 та Архімеда Аr = gℓо

3∆ρ/(ρоν2), де g – прискорення ві-
льного падіння; β – коефіцієнт об’ємного теплового розширення ріди-
ни; ∆t – перепад (температурний напір) температури в рідині; ν – кое-
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фіцієнт кінематичної в’язкості рідини; ∆ρ = ρt - ρо – зміна густини рі-
дини через зміну її температури ∆t = t - tо ( тут має місце відповідність 
між t та ρt і tо та ρо )? 

Відповіді. 
1. Обидва числа, Грасгофа та Архімеда, характеризують виникнення 

підіймальної сили в рідині через зміну її густини, але число Грасгофа є те-
пловим критерієм подібності, оскільки визначає підіймальну силу тільки 
внаслідок зміни густини рідини через виникнення в останній перепаду те-
мператури, а число Архімеда є гідродинамічним критерієм, оскільки при-
чину зміни густини рідини не регламентує. 2. Обидва числа, Грасгофа і Ар-
хімеда, це один і той самий критерій, що характеризує виникнення підій-
мальної сили в рідині через змінення її густини, але записані в різних фор-
мах. 3. Фізичний зміст критеріїв Грасгофа та Архімеда різний, оскільки 
перший з них є тепловим критерієм подібності, а другий – гідродинаміч-
ним. 4. Критерії Грасгофа і Архімеда  є безрозмірними підіймальними си-
лами в рідині, що виникають через зміну її густини. 

 
26. За якого режиму кипіння більше інтенсивність тепловіддачі – 

бульбашкового чи плівкового? 
Відповіді. 

1. Інтенсивність тепловіддачі за бульбашкового і плівкового режимів 
кипіння одна і та сама. 2. За бульбашкового режиму кипіння інтенсив-
ність тепловіддачі значно більша, ніж за плівкового, оскільки поверхня ки-
піння під час бульбашкового режиму значно більша. 3. Інтенсивність теп-
ловіддачі під час плівкового кипіння більша, ніж під час бульбашкового. 
4. Інтенсивність тепловіддачі під час бульбашкового кипіння більша через 
велику швидкість зародження і спливання бульбашок пари. 

 
27. Яка умова має бути виконаною, щоб у киплячій рідині утвори-

лися парові бульбашки критичного радіуса? 
Відповіді. 

1. Необхідне значне перегрівання рідини відносно температури наси-
чення. 2. Потрібно, щоб на поверхні кипіння були дефекти у вигляді лунок 
чи виступів, які є центрами зародження бульбашок. 3. Необхідною умовою 
зародження бульбашок критичного радіуса є механічна та термічна рів-
новага парової фази у бульбашці. 4. Необхідно, щоб тиск пари у бульбашці 
дорівнював або був більшим за тиск, що створюється силами поверхнево-
го натягу в рідині на міжфазній поверхні бульбашки. 

 
28. Який фізичний зміст має число Якоба Jа = ср ρр ∆t/(rρп), де ср – 

питома теплоємність рідини; ρр – густина рідини; ∆t – перепад темпе-
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ратури в киплячій рідині; r – питома теплота фазового переходу під 
час кипіння; ρп – густина пари рідини під час кипіння? 

Відповіді. 
1. Число Якоба характеризує швидкість зростання парової фази під 

час кипіння. 2. Це число є співвідношенням між кількістю теплоти, що 
затрачується на перегрівання одиниці об’єму рідини відносно температу-
ри насичення, і кількістю теплоти, що переноситься паровою фазою. 
3. Критерій Якоба характеризує швидкість зміни радіуса парової бульба-
шки. 4. Число Якоба установлює характер підведення енергії до парової 
бульбашки під час кипіння рідини. 

 
29. Який фізичний зміст вкладають у поняття «потрійна точка» 

для речовини? 
Відповіді. 

1. «Потрійна точка» – це температура речовини, за якої вона одноча-
сно може перебувати в трьох агрегатних станах – твердому, рідкому і 
газоподібному. 2. Це точка фазового переходу речовини з рідкого стану в 
твердий. 3. Це температура безпосереднього переходу речовини з паропо-
дібного стану в тверду фазу. 4. Це температура речовини, за якої вона 
може одночасно перебувати в рідкому та твердому агрегатних станах. 

 
30. Що є причиною стрибка температури на межі розділення кон-

денсату і парової фази під час конденсації? 
Відповіді. 

1. Зміна режиму конденсації з крапельного на плівковий. 2. Причиною 
так званого стрибка температур є наявність біля поверхні конденсату 
тонкого шару пари (шар Кнудсена), в якому рухаються два зустрічних 
потоки молекул, один з яких захоплюється поверхнею конденсату, а інший 
відбивається цією поверхнею назад в об’єм пари. 3. Фізичні явища під час 
фазового переходу на межі конденсату. 4. Зміна характеру конвекції на 
межі конденсату. 

 
31. В чому полягає відмінність тепломасоперенесення під час одно-

компонентної конвекції та конденсації? 
Відповіді. 

1. Обидва процеси тепломасоперенесення конвективного характеру є 
ідентичними. 2. Під час конденсації тепломасоперенесення є більш інтен-
сивним. 3. Під час однокомпонентної конвекції тепломасоперенесення 
процес відбувається внаслідок дії поверхневих (примусова конвекція) або 
масових (вільна конвекція) сил, а під час конденсації основний тепловий 
потік визначається потоком маси речовини із об’єму пари в конденсат. 
Густина потоку маси, згідно з законом Герца–Кнудсена, залежить від пе-
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репадів тиску й температури між об’ємом пари і поверхнею конденсату, 
фізичних параметрів пари та коефіцієнта конденсації. 4. Тепловий потік 
під час конденсації більше залежить від потоку маси речовини, ніж під 
час однокомпонентної конвекції. 

 
32. В чому полягає різниця між насиченою і ненасиченою парою? 

Відповіді. 
1. Насичена пара має більшу густину. 2. Насиченою є пара, тиск в якій 

дорівнює тиску рідини, що випаровується, а температура пари близька до 
температури насичення за цього тиску і відсутня межа між рідкою і га-
зоподібною фазами. 3. Температура насиченої пари близька до темпера-
тури фазового переходу для цієї речовини з одного агрегатного стану в 
інший. 4. Тиск і густини в насиченій парі більші, ніж в ненасиченій. 

 
33. В чому полягає різниця між концентраційною дифузією і одно-

компонентною конвекцією? 
Відповіді. 

1. Концентраційна дифузія є молекулярним масоперенесенням речовини 
в багатокомпонентній суміші з області з більшою концентрацією в об-
ласть з меншою концентрацією одного із компонентів за макронерухомої 
суміші, а конвекція є макроперенесенням речовини з однієї області об’єму в 
інший під дією на текуче середовище поверхневих або об’ємних сил.  
2. Обидва процеси є масоперенесенням, тільки концентраційна дифузія є 
молекулярним масоперенесенням, а конвекція – макромасоперенесенням.  
3. Це різні явища, одне з яких – концентраційна дифузія є молекулярним 
процесом, а конвекція – макропроцес. 4. Обидва явища не мають між со-
бою нічого спільного. 

 
34. В чому полягає різниця між термодифузією та термоефектом, 

що може виникнути під час концентраційної дифузії? 
Відповіді. 

1. Різниці між цими явищами немає, це одне і те саме. 2. Термодифузія 
виникає в суміші газів за наявності в об’ємі суміші градієнта температу-
ри, коли молекули компонентів мають або різну масу, або різний діаметр 
(розміри), а термоефект – це виникнення градієнта температури під час 
концентраційної дифузії, що починалась в суміші газів за рівномірного роз-
поділу температури по об’єму суміші. 3. Термодифузію спричиняє граді-
єнт температури в суміші з декількох компонентів, а термоефект – це 
виникнення градієнта температури під час концентраційної дифузії в су-
міші, в якій на початковій стадії процесу по всьому об’єму температура 
була постійною. 4. Термодифузія виникає в суміші компонентів з нерівно-
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мірним розподіленням температури та тиску, а термоефект під час кон-
центраційної дифузії спричиняє виникнення градієнта температури. 

 
35. Який дифузійний процес описує закон Фіка jк.gі = - ρD(∂mі/∂n),                 

де jк.gі – густина потоку маси одного із компонентів суміші, в якій від-
бувається дифузійний процес; ρ – густина суміші; D – коефіцієнт дифу-
зії; mі – відносна концентрація одного із компонентів; n – нормаль до 
поверхні рівних концентрацій компонента? 

Відповіді. 
1. Молекулярну дифузію. 2. Термодифузію. 3. Бародифузію. 4. Молеку-

лярну концентраційну дифузію за рівномірних розподілів температури та 
тиску компонентів суміші. 

 
36. Який тепловий процес в суміші газів описує залежність 
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=∇  - об’ємний градієнт температури; ρ – густина суміші; h – 

питома ентальпія суміші; jм.gі – густина молекулярного потоку маси 
одного з і-х компонентів суміші; hі – ентальпія і-го компонента суміші? 

Відповіді. 
1. Залежність описує процес конвективної теплопередачі. 2. Наведена 

залежність є локальним вектором густини тепломасоперенесення в сумі-
ші, де мають місце конвекція та молекулярна дифузія. 3. Залежність опи-
сує процес конвективної теплопередачі за наявності молекулярної дифузії 
в суміші. 4. Наведене рівняння описує молекулярний процес тепломасопе-
ренесення в суміші. 

 
37. В чому полягає різниця між інтегральним та спектральним ви-

промінюванням тіла чи середовища? 
Відповіді. 

1. Ці види випромінювання мало відрізняються один від одного. 2. Інте-
гральне випромінювання – це сумарне випромінювання в якомусь діапазоні 
довжин хвиль, а спектральне – у вузькому діапазоні довжин хвиль. 3. Інте-
гральне випромінювання є сумарним випромінюванням в діапазоні довжин 
хвиль [0…∞] (або частот [0…∞]) електромагнітного спектра, а спектра-
льне випромінювання – це випромінювання практично на одній довжині 
(частоті) електромагнітної хвилі. 4. Спектральне випромінювання хара-
ктеризується довжиною хвилі λ±∆λ, де ∆λ – мала величина, а інтегральне 
випромінювання здійснюється в усьому електромагнітному спектрі. 
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38. Як співвідносяться між собою густини спектрального Еλ та ін-
тегрального Е випромінювань? 

Відповіді. 
1. Ці густини рівні між собою. 2. Еλ = dЕ/dλ, причому в системі СІ роз-

мірність Еλ , Вт/м3, а Е – Вт/м2. 3. Е =  – інтегральне випромі-
нювання є сумарним випромінюванням в діапазоні довжин електромагніт-
них хвиль [λ1, λ2]. 4. Густина інтегрального випромінювання Е пов’язана із 

густиною спектрального випромінювання залежністю  )/E(E i

n

1i
i λλ∑

=
= . 

 
39. В чому полягає різниця між абсолютно чорним та абсолютно бі-

лим тілами? 
Відповіді. 

1. Абсолютно чорне тіло поглинає падаючий на нього потік електро-
магнітного випромінювання, а абсолютно біле тіло – відбиває. 2. Абсолю-
тно біле тіло відбиває потік електромагнітного випромінювання в усьому 
діапазоні електромагнітного спектра, а абсолютно чорне тіло поглинає 
випромінювання в усьому цьому діапазоні. 3. Абсолютно чорне тіло має 
коефіцієнт поглинання А ≤ 1, а абсолютно біле тіло – це тіло з коефіцієн-
том відбивання R ≤ 1. 4. Абсолютно чорне тіло поглинає падаючий потік 
випромінювання в дуже широкому діапазоні довжин електромагнітних 
хвиль, а абсолютно біле тіло в такому самому діапазоні хвиль відбиває 
потік випромінювання. 

 

40. Який закон описує залежність ,]1e[C2E 1)T/(C
5

1
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π
 де С1 – 

перша константа випромінювання; С2 – друга константа випроміню-
вання; λ – довжина електромагнітного тіла; Еоλ – густина спектраль-
ного потоку випромінювання абсолютно чорного тіла? 

Відповіді. 
1. Ця залежність описує закон Релея − Джинса. 2. Це закон зміщення 

Віна. 3. Це теоретичний закон Планка. 4. Це закон Стефана − Больцмана. 
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Українсько-англійський словник найбільш вживаних термінів 
 
відбивання − reflection 
випромінювання − radiating 
градієнт − gradient  
густина − density 
деформація − deformation 
диференціальний − differential 
дифузія − diffusion 
ентальпія – enthalpy 
закон − law 
ізобара − isobar 
ізотерма − isotherm  
ізохора − isochore 
інтегральний − integral  
кипіння – boiling 
конвекція − convection 
конденсація − condensation 
кондуктивний − conductive 
константа − constant 
крайовий − marginal 
криза − crisis 
критерій − criterion 
ламінарний − laminar 
масообмін − mass exchange 
молекулярний − molecular 
напір − head 
напруження − intension 
нерозривність − continuity 
нестаціонарний − unstationary 
об’єм − volume 
опір – resistance 
перепад − overfall  
поглинання − absorption 
подібність − similarity 
поле − field 
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потік − stream 
примежовий − frontier 
прозорість − transparency 
променевий − radiation 
режим − regime 
рівняння − equation 
розширення − extension 
статистичний − statistic 
стаціонарний − stationary 
стехіометричний − stehiometric  
стисливість − compressibility 
суцільність − integrity  
температура − temperature 
температуропровідність − temperature conducting 
теплообмін − heat exchange 
теплопередача − heat transfer 
теплопровідність − heat-conducting 
теплосиловий − warmly power  
теплота − heat 
термодинамічний – thermodynamic 
термопара − thermopair 
турбулентний − turbulent 
фаза − phase 
феноменологічний − the phenomenon is logical 
цикл − cycle 
шар − layer 
швидкість − speed 
яскравість − brightness 
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