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ВСТУП  

 
Дисципліна «Теорія електричних та електронних кіл» (ТЕЕК) є однією 

з нормативних, які вивчаються студентами закладів вищої освіти спеціаль-
ностей «Мікро- та наносистемна техніка» та «Електроніка». 

Предметом ТЕЕК є функціонування лінійних і нелінійних електричних 
кіл в усталених і перехідних режимах під впливом дії сигналів різної фор-
ми. Матеріал дисципліни ТЕЕК, таким чином, є теоретичною базою для 
вивчення і засвоєння таких спеціальних дисциплін, як «Твердотільна елек-
троніка», «Технологічні основи мікроелектроніки», «Вакуумна та плазмо-
вая електроніка», «Елементна база електроніки», «Фізика напівпровідни-
ків», «Теорія коливань і хвиль», «Аналогова та цифрова схемотехніка».  

В свою чергу, ТЕЕК потребує при його вивченні знання основних роз-
ділів фізики і математики, зокрема, операцій з комплексними числами, ди-
ференціальних рівнянь, рядів Фур’є, перетворень Лапласа, векторного ана-
лізу тощо. 

Курс ТЕЕК викладається протягом двох семестрів і складається з двох 
частин. Друга частина курсу складається з 18 лекцій. 

Для полегшення розуміння та засвоєння курсу основні положення тео-
рії в кожній лекції ілюструються числовими прикладами з детальними 
розв’язаннями. При розв’язанні цих прикладів широко застосовується (у 
випадках, коли це доцільно) комп’ютерний програмний комплекс 
MathCAD. 
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ЛЕКЦІЯ № 1  
ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА ПЕРІОДИЧНОГО НЕСИНУСОЇДНОГО 

СТРУМУ. ПОДАННЯ НЕСИНУСОЇДНОГО СИГНАЛУ У ВИГЛЯДІ 
РЯДУ ФУР’Є 

 
 

1.1 Подання періодичних несинусоїдних функцій рядами Фур’є  
 
Наявність в електричних колах джерел енергії, напруга яких хоч і пері-

одична, але відрізняється від гармонічної (рис. 1.1), не дозволяє для розра-
хунку таких кіл використовувати безпосередньо комплексний символічний 
метод. Тому звичайно періодичну несинусоїдну функцію зображають у 
вигляді ряду Фур’є. 

u

T

0
t

 

Рисунок 1.1 
 
Така несинусоїдна періодична напруга ( )tu , яка задовольняє умови Ді-

ріхле (функція має за період скінченну кількість розривів першого роду і 
скінченну кількість максимумів та мінімумів), може бути описана гармоні-
чним рядом 

 

 ( ) ∑
∞

=






 ++=

1
0

22
k

kk T
kcosBt

T
ksinAUtu ππ , (1.1) 

 
де коефіцієнти ряду Фур’є визначаються виразами 
 

 ( )∫=
T

dttu
T

B
0

0
1 ,   

 ( )∫=
π π2

0

22 tdt
T
ksintu

T
Ak ,   (1.2) 
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 ( )∫=
T

k tdt
T
kcostu

T
B

0

22 π . 

 
Запишемо ряд Фур’є для напруги, зобразивши вираз в дужках (1.1) у 

вигляді однієї синусоїди 
 

 ( ) ( )∑
∞

=
++=

1
0

k
kmk tksinUUtu βω , (1.3) 

 

де 22
kkmk BAU += ,  

k

k
k A

Barctg=β . 

Члени ряду (1.3) називають гармонічними складовими або гармоніка-
ми. Перша складова 0U  – нульова гармоніка або стала складова. Складова 

( )11 βω +tsinU m  – основна або перша гармоніка. Всі інші складові – вищі 
гармоніки. Кожна гармоніка може мати амплітуду ( )mkU  і початкову фазу 
( )кβ , які відрізняються від інших, але головною відмінністю гармонік є 
частота, тобто, кожна гармоніка має свою частоту. Можна зобразити на 
графіку значення амплітуд і початкових фаз гармонік залежно від номера 
гармоніки (рис. 1.2). 

Закон розподілу амплітуд гармонічних складових за частотою назива-
ється спектром амплітуд або амплітудно-частотним спектром. Закон роз-
поділу початкових фаз називають спектром фаз або фазочастотним спект-
ром. 

Спектр, який складається з ряду окремих ліній, називають дискретним 
або лінійним. Амплітудно-частотний (рис. 1.2, а) і фазочастотний 
(рис. 1.2, б) спектри  повністю визначають періодичну функцію. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

а)                                                               б) 
 

Рисунок 1.2 

Umk βk 

k k 
2 0 1 2 3 4 5 6 0 1 3 4 5 6 
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1.2 Особливості розкладання в ряд Фур’є періодичних функцій зі 
специфічними властивостями 

 
При визначенні коефіцієнтів ряду Фур’є корисними виявляються деякі 

попередні знання про характер періодичної функції. 
На рис. 1.3 зображена періодична функція, яка симетрична відносно осі 

ординат. Умови симетрії визначаються рівністю 
 

 ( ) ( ).f x f x= −  (1.4) 

 
 

Рисунок 1.3  
 

Функції, які задовольняють умову (1.4), називають парними, тому при 
розкладанні функції f (x) в ряд Фур’є будуть присутніми лише парні функ-
ції, тобто косинусоїдні 

 

 ( )0
1

( ) cos( ) .k
k

f x B B kx
∞

=

= +∑  (1.5) 

 
У випадку симетрії кривої відносно початку координат (рис. 1.4)  

f (x) = -f (-x) функція є непарною і в її розкладі присутні тільки синусоїдні 
складові, тобто 

 

 
( )

1
( ) sin( ) .k

k
f x A kx

∞

=

=∑
 (1.6) 

 

 
 

Рисунок 1.4 
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Якщо крива симетрична відносно осі абсцис (рис. 1.5) f (x) = -f (x+π), то 
при розкладанні f (x) в ряд Фур’є присутні тільки непарні гармоніки 

 

 1 1 3 3

5 5

( ) sin( ) cos( ) sin(3 ) cos(3 )
sin(3 ) cos(3 )...

f x A x B x A x B x
A x B x

= + + + +

+ +
 (1.7) 

 

 
 

Рисунок 1.5 
 

Доведемо це. Нехай функція f (x) містить всі гармоніки 
 

...)x2cos(B)x2sin(A)xcos(B)xsin(AB)x(f 22110 +++++=  
 
Підставимо функції f ( x ) та f (x +π) в умову симетрії кривої. 
 

 ...)2x2cos(B)2x2sin(A)xcos(B
)xsin(A...)x2cos(B)x2sin(A)xcos(B)xsin(A

221

12211

−+−+−+−
−+−=++++

πππ
π

 
 
Враховуючи, що для непарних k  
 

),kxsin()kkxsin( −=+ π  
),kxcos()kkxcos( −=+ π  

 
а для парних k 
 

),kxsin()kkxsin( =+ π  
),kxcos()kkxcos( =+ π  
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отримаємо 
 

 ...)x2cos(B)x2sin(A)xcos(B
)xsin(A...)x2cos(B)x2sin(A)xcos(B)xsin(A

221

12211

+−−−
−=++++

 
 
Або 
 

0)...x4cos(B2)x4sin(A2)x2cos(B2)x2sin(A2 4422 =+++  
 
Отриманий ряд може тотожно дорівнювати нулю лише тоді, коли всі 

коефіцієнти цього ряду дорівнюють нулю, що і доводить правильність ви-
разу (1.7). 

 
1.3 Наближені методи визначення коефіцієнтів ряду Фур’є 

 
Використання виразів (1.2) для визначення коефіцієнтів ряду Фур’є 

можливе лише у випадку задання функції f(x) у вигляді аналітичного вира-
зу хоча б на окремих інтервалах. В багатьох же випадках криві задані таб-
лично або графічно, що змушує шукати коефіцієнти Ak і Bk наближеними 
методами. 

Одним із таких методів є спосіб заміни інтеграла сумою скінченного 
числа складових. 

Нехай задана графічно періодична функція f(x) з періодом 2π (рис. 1.6). 
Розіб’ємо весь період на п однакових частин 

 

 
2 .x
n
π

∆ =
 (1.8) 

 

 
 

Рисунок 1.6 
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Позначимо значення функції в точках розбиття через fі(x). Замінивши в 
першому виразі (1.2) інтеграл сумою, неперервні значення f(x) дискретни-
ми значеннями fі(x) і нескінченно малі величини dx малими, але 
скінченними величинами Δx, одержимо  

 
0

1

1 ( ) ,
2

n

i
i

B f x x
π =

≈ ∆∑
 (1.9) 

або, з урахуванням (1.8), 
 

 
0

1

1 ( ).
n

i
i

B f x
n =

≈ ∑
 (1.10) 

 
Таким же чином, враховуючи, що 
 

,
n

2ixix π
=∆≈

 
 
одержимо 
 

 
∑
=







≈

n

1i
ik ,

n
2kisin)x(f

n
2A π

 
  (1.11) 

 ∑
=







≈

n

i
ik n

kixf
n

A
1

.2cos)(2 π  

 
При розрахунках з використанням рядів звичайно обмежуються 

скінченним числом гармонік. 
 

Контрольні питання 
 

1.Якими параметрами відрізняються одна від одної гармонічні 
складові? 

2.Як визначити частоту n-ї гармоніки, при відомій частоті 1-ї гармоніки? 
3.Які гармонічні складові присутні у розкладанні в ряд Фур’є парних 

функцій? 
4.Які гармонічні складові присутні у розкладанні в ряд Фур’є непарних 

функцій? 
5.Які гармонічні складові присутні у розкладанні в ряд Фур’є функцій, 

симетричних відносно осі абсциз? 
6.У чому суть наближеного методу розрахунку коефіцієнтів ряду 

Фур’є?  
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ЛЕКЦІЯ № 2  
ЕЛЕКТРИЧНІ КОЛА ПЕРІОДИЧНОГО НЕСИНУСОЇДНОГО 

СТРУМУ.  
РОЗРАХУНОК ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ  

ПРИ ДІЇ НЕСИНУСОЇДНОЇ ВХІДНОЇ НАПРУГИ 
 
 
2.1 Діючі значення несинусоїдних струмів і напруг 
 
У першій частині курсу ми познайомилися з понаттям діючого значен-

ня струму, та встановили, що його значення розраховується за виразом 
 

  2

0

1 .
T

I i dt
T

= ∫  (2.1) 

 
Визначимо діюче значення несинусоїдного струму 
 

 ( ) ( )0 1 1 2 2sin sin 2 ... .m mi I I t I tω α ω α= + + + + +  (2.2) 

 
Одержаний ряд необхідно піднести до квадрата і підставити у вираз для 

діючого значення. Після необхідних перетворень отримаємо 
 

 
2 2 2

2 1 2 3
0 ...

2 2 2
m m mI I II I= + + + +  (2.3) 

або 

 2 2 2 2
0 1 2 3 ...I I I I I= + + + + . (2.4) 

 
Таким чином, діюче значення несинусоїдного струму дорівнює кореню 

квадратному з суми квадратів діючих значень окремих гармонік.  
Аналогічно, діюче значення несинусоїдної напруги 

 

 2 2 2 2
0 1 2 3 ...U U U U U= + + + + . (2.5) 

 
Відзначимо, що діючі значення несинусоїдних струмів та напруг зале-

жать лише від амплітуд гармонік та не залежать від їх початкових фаз. 
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2.2 Розрахунок електричних кіл при несинусоїдних напругах  
 
Якщо прикладена напруга описується періодичною несинусоїдною фу-

нкцією, то ця функція може бути зображена рядом Фур’є 
 

 ( ) ( )0 1 1 2 2sin sin 2 ...m mu U U t U tω β ω β= + + + + + . (2.6) 

 
Вхідну напругу можна розглядати такою, що забезпечується окремими 

джерелами гармонічних напруг різних частот. 
Згідно з теоремою накладання, можна стверджувати, що струми у віт-

ках лінійного електричного кола можна визначати як алгебраїчну суму 
струмів від дії кожного джерела окремо. Таким чином, розрахунок елект-
ричного кола виконується для кожної гармоніки окремо. Оскільки в цьому 
випадку напруги джерел синусоїдні, то може використовуватися символіч- 
ний метод, а через те, що частоти гармонік різні, то й опори віток кола для 
різних гармонік також відрізняються. 

Розглянемо методику розрахунку на прикладі електричного кола, зоб-
раженого на 2.1.  

Нехай до цього кола прикладена  напруга (2.6). 
                                                 Для першої гармоніки запишемо 

                                                        1

2
1

1
βjm eUU = , 







 −+

=

C
Ljr

UI

ω
ω 1

1
1 . 

                                                  Для k-ї гармоніки змінюються опори інду- 
                                                         ктивності і ємності 
 

 )(
L

)k(
L kxLkx 1== ω ,  

k
x

Ck
x

)(
C)k(

C

11
==

ω
.  (2.7) 

      Рисунок 2.1                        Тому 
 

 
2

kjmk
k

UU e β= , 






 −+

=

Ck
Lkjr

UI k
k

ω
ω 1

. (2.8) 

 
Очевидно, що для сталої складової ( 0=k ) з виразів (2.7) випливає 
 

000 =⋅= Lx )(
L ω ,   ∞=

⋅
=

C
x )(

C ω0
10 ,   ( ) 0

00 =
∞−+

=
jr
UI k . 

u 

i 

C 

r 

L 
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Миттєве значення струму знаходиться як сума миттєвих значень 
струмів різних гармонік.  

Якщо коло складне, то для кожної гармоніки можна використовувати 
всі відомі методи розрахунку в комплексній формі. 

 
2.3 Потужності в колах несинуcоїдного струму 
 
В колах несинуcоїдного струму активна потужність дорівнює сумі ак-

тивних потужностей окремих гармонік, а реактивна потужність – алгебраї-
чній сумі реактивних потужностей окремих гармонік, тобто 

 

 0 0 1 1 1 2 2 2 3 3 3cos cos cos ...P U I U I U I U Iφ φ φ= + + + + , (2.9) 

 1 1 1 2 2 2 3 3 3sin sin sin ...Q U I U I U Iφ φ φ= + + + . (2.10) 

 
Повна потужність визначається як 
 

 2 2 2 2 2 2
0 1 3 0 1 2... ...S UI I I I U U U= = + + + ⋅ + + + . (2.11) 

 
На відміну від кіл синусоїдного струму в колах з несинусоїдними стру-

мами і напругами не виконується рівність 22 QPS += . Щоб пов’язати 
певним співвідношенням ці потужності між собою, вводять поняття 
потужності спотворення Т, яка характеризує ступінь відмінності в формах 
кривих напруги і струму, і тоді 

 

 2 2 2 .S P Q Т= + +  (2.12) 

 
Відзначимо, що баланс активних і реактивних потужностей 

виконується і для цього класу кіл. 
Відношення активної потужності до повної називають коефіцієнтом 

потужності  
 

...UUU...III
...cosIUcosIUcosIUIU

S
Pkn

+++⋅+++

++++
==

2
2

2
1

2
0

2
3

2
1

2
0

33322211100 ϕϕϕ . 

 

Для кіл синусоїдного струму ϕϕ cos
UI
cosUIkn == , тобто, коефіцієнт 

потужності в цьому випадку дорівнює косинусу кута зсуву фаз φ напруги 
та струму. 
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2.4 Коефіцієнти, які характеризують відмінність кривої від  
синусоїди 

 
Для оцінювання ступеня відмінності негармонічної кривої від синусої-

дної вводять низку різних коефіцієнтів. 
Коефіцієнт амплітуди визначається як відношення максимального зна-

чення функції до її діючого значення, тобто 
 

 
2 2 2

1 2 3

.
...

m m
a

I IK
I I I I

= =
+ + +

 (2.13) 

 
Коефіцієнтом спотворення називається відношення діючого значення 

першої гармоніки до діючого значення всієї функції 
 

 1 1
2 2 2

1 2 3

.
...

с
I IK
I I I I

= =
+ + +

 (2.14) 

 
Під коефіцієнтом нелінійних спотворень розуміють відношення діючо-

го значення вищих гармонік до діючого значення першої гармоніки 
 

 
2 2 2
2 3 4

.
1

...
.н с

I I I
K

I
+ + +

=  (2.15) 

 
Зазвичай ці коефіцієнти вводять для кривих, які не мають сталих скла-

дових. Тому в них немає складової 0I . 
Визначимо можливі межі зміни цих коефіцієнтів. Мінімальне значення 

1=aK  при mII = . У всіх інших випадках 1>aK . Для синусоїди  

.,
I

IKa 4112
==  

Максимальне значення коефіцієнт спотворення набуває при 
синусоїдній формі кривої, коли відсутні вищі гармоніки. В цьому випадку 

.
I
IKc 1
1

1 ==  В інших випадках 1<cK . Причому, чим менший cK , тим 

сильніше крива відрізняється від синусоїди. 
Мінімальне значення коефіцієнта нелінійних спотворень можливе та-

кож при синусоїдній формі кривої, якщо відсутні вищі гармоніки: 
.K .с.н 0=  
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Контрольні питання  
 

1.Як залежить діюче значення струму від початкових фаз гармонічних 
складових?  

2.Визначити діюче значення напруги: tsintsinu ωω 3408030 ++=  В. 
3.В яких випадках вхідний опір кола залишається однаковим для всіх 

гармонік? 
4.Що називають потужністю спотворення? 
5.Як визначається  коефіцієнт амплітуди?  
6.Як визначається  коефіцієнт спотворення? 
7.Як визначається  коефіцієнт нелінійних спотворень? 
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ЛЕКЦІЯ № 3 
ПОНЯТТЯ ПЕРЕХІДНОГО ПРОЦЕСУ. ЗАКОНИ КОМУТАЦІЇ. 

КЛАСИЧНИЙ МЕТОД РОЗРАХУНКУ ПЕРЕХІДНОГО ПРОЦЕСУ  
У ЕЛЕКТРИЧНИХ КОЛАХ ПЕРШОГО ПОРЯДКУ. 

 
 

3.1 Причини виникнення перехідних процесів. Закони комутації 
 
Електричне коло, до складу якого входять ємності та індуктивності, в 

усталеному режимі містить деяку енергію, яка накопичена в електричному 
й магнітному полях. Величина цієї енергії в будь-який момент часу визна-
чається за допомогою виразів: 

•в електричному полі ємності  
2

2Cu
eW = ; 

•в магнітному полі індуктивності  .Li
мW

2

2
=  

При зміні усталеного режиму, який відбувається під впливом будь-яких 
перемикань, що приводять до зміни параметрів кола або зовнішніх дій, 
змінюється кількість енергії в полях. Оскільки енергія не може змінитися 
за одну мить, то і зміна одного усталеного режиму іншим проходить також 
протягом деякого часу. Процес переходу від одного усталеного стану кола 
до іншого називається перехідним процесом. Таким чином, основною при-
чиною виникнення перехідного процесу є зміна енергетичного стану кола. 

Введемо деякі поняття, які характеризують перехідні процеси. Будь-яку 
зміну параметрів кола або зовнішніх дій звичайно називають комутацією 
(switching), в розрахунках вважають, що усяка комутація відбувається мит-
тєво. 

Установлені два закони комутації. 
Оскільки енергія магнітного поля в індуктивності не може змінитися за 

мить, то при постійному значенні L не може змінитися за мить і струм че-
рез індуктивність. 

Перший закон комутації 
Струм через індуктивність в перший момент часу після комутації до-

рівнює струму через індуктивність в останній момент часу перед кому-
тацією. 

Якщо перший момент часу після комутації будемо позначати += 0t , а 
час безпосередньо перед комутацією через −= 0t , то перший закон комута-
ції запишеться як 

 

 ( ) ( )0 0L Li i+ = − . (3.1) 
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Другий закон комутації 
Напруга на ємності в перший момент часу після комутації дорівнює 

напрузі на ємності в останній момент часу перед комутацією. 
 

 ( ) ( )0 0C Cu u+ = − . (3.2) 

 
Практична тривалість перехідних процесів залежить від параметрів ко-

ла і в багатьох випадках складає частки секунди. Проте під час перехідних 
процесів на окремих елементах кола можуть виникати великі напруги або 
протікати великі струми. 

 
3.2 Вмикання кола rL на постійну напругу 
 
Розглянемо методику розрахунку перехідного процесу на простому 

прикладі (рис. 3.1). 
 

  
 

Рисунок 3.1 
 
При замиканні ключа в колі виникає перехідний процес, оскільки коло 

переходить із одного усталеного режиму в інший. Під час перехідного 
процесу струми і напруги в колі змінюються залежно від часу, тому, скла-
даючи рівняння, яке описує процес в колі, використаємо другий закон Кір-
хгофа. 

 Uri
dt
diL =+ . (3.3) 

 
Одержано неоднорідне диференціальне рівняння першого порядку з 

постійними коефіцієнтами. Його розв’язок складається з двох складових – 
загального і часткового розв’язків. Загальний розв’язок одержуємо при 
розв’язанні однорідного диференціального рівняння, коли права частина 
дорівнює нулю. В електротехніці цю складову прийнято називати вільною 
складовою вi , оскільки вона не залежить від зовнішнього впливу. Частко-
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вий розв’язок, який називається примусовою складовою прi , залежить від 

вигляду правої частини. 
Таким чином 
 пр вi i i= + . (3.4) 

 
Для визначення вi  рівняння (3.3) має вигляд 
 

 0в
в

diL ri
dt

+ = . (3.5) 

 
Його розв’язок 

 pt
вi Ae= , (3.6) 

 
де р –  корінь характеристичного рівняння,  

A – стала інтегрування. 
Характеристичне рівняння можна отримати, якщо в однорідному рів-

нянні (3.5) замінити змінну на одиницю і першу похідну на р, тобто 

0=+ rLp , звідки 
L
rp −= .  

Зазначимо, що корінь характеристичного рівняння може бути лише 
від’ємним. 

Оскільки права частина рівняння (3.3) є сталою величиною, то приму-

сова складова теж стала, тому Іinp = . Тоді UrI
dt
dIL =+  або ,UrI =  тому 

що в новому усталеному режимі 0=
dt
dI

. 

Звідси 

 np
Ui I
r

= = . (3.7) 

 
Легко побачити, що примусова складова є струмом в новому усталено-

му режимі. Тому, зазвичай, числові значення цієї складової і визначаються 
з розрахунку нового усталеного режиму.  

Повний розв’язок рівняння (3.4) має вигляд 
 

 
r t
LUi Ae

r
−

= + . (3.8) 
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Для визначення сталої інтегрування використаємо початкові умови. 
Знайдемо значення струму в момент часу += 0t , використавши перший за-
кон комутації. Оскільки до комутації струму в колі не було ( ) 00 =−Li  
(ключ розімкнутий), то, згідно з першим законом комутації, ( ) 00 =+Li . 

Тоді ( ) 00
0

=+=+=+
⋅−

A
r
UAe

r
Ui L

r

, звідки 
r

UA −= . 

Таким чином 

 1
r rt t
L LU U Ui e e

r r r
− − 

= − = − 
 

. (3.9) 

 
Графіки зміни струму через індуктивність показані на рис. 3.2. 
Примусова складова на графіку має вигляд прямої лінії, а вільна скла-

дова – експоненти. Повний розв’язок теж являє собою експоненту, яка по-
чинається з нуля і асимптотично наближається до усталеного значення.  

Коефіцієнт при t в показнику експоненти має розмірність 1/с, тому обе-
рнена величина має розмірність часу, позначається літерою τ і називається 
сталою часу перехідного процесу. 

 

 1 .L
p r

τ = =  (3.10) 

 
Стала часу залежить від параметрів кола і характеризує тривалість про-

тікання перехідного процесу. 
 

 
 

Рисунок 3.2 

iв 
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Не дивлячись на те, що теоретично перехідний процес триває нескін-
ченно довго (лише при ∞→t  вільна складова наближається до нуля), мо-
жна вважати, що перехідний процес практично закінчується, коли вільна 
складова стає меншою 1% від усталеного значення. Тому практична трива-
лість перехідного процесу ( ) .t .проц.пер τ54 ÷=  

 
3.3 Вмикання кола rC на постійну напругу 
 
Складемо рівняння за другим законом Кірхгофа для кола з послідовно 

з’єднаними r і C при вмиканні на постійну напругу (рис. 3.3). 
 

 Cri u U+ = . (3.11) 

 

Оскільки 
dt

duCi C= , отримаємо 

 

 C
C

durC u U
dt

+ = . (3.12) 

 
Повний розв’язок цього рівняння CвCnpC uuu += . 
Із розрахунку нового усталеного режиму визначаємо UuCnp = . 

Вільна складова розв’язку диференціального рівняння першого поряд-

ку ptAeuCв = . 

 
 

Рисунок 3.3 
 
Характеристичне рівняння 
 

 1 0rCp + = , (3.13) 
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звідки 
rC

p 1
−= , а rC

p
==

1τ . Тоді повний розв’язок rC
t

C AeUu
−

+= . 

Постійну інтегрування А знаходимо, використовуючи початкові умови.  
Відповідно до другого закону комутації ( ) ( )−=+ 00 CC uu , тому 
( ) AUuC +=−0  і ( ) UuA C −−= 0 . Якщо до комутації конденсатор не був 

заряджений, то ( ) 00 =−Cu  і .UA −=  
Остаточний повний розв’язок 
 

 1 .
t

rCu U ec
− 

= − 
 

 (3.14) 

 

Визначимо закон зміни струму в ємності. 
 

 
1 11C rC rCdu Ui C C U e e

dt rC r
− −  = = − − =  

  
. (3.15) 

 
Графіки зміни струму і напруги на ємності показані на рис. 3.4 та 3.5. 
Із графіків видно, що cu  в момент комутації нерозривна лінія, а i  змі-

нюється стрибком від нуля до величини 
r
U . 

 

  
 

Рисунок 3.4 



22 

 
 

Рисунок 3.5 
 

3.4 Незалежні і залежні початкові умови 
 

Як видно з матеріалу попередніх розділів, стала інтегрування завжди 
визначається, виходячи з початкових умов. При цьому, для довільного па-
раметра режиму кола Х (це може бути напруга чи струм в будь-якому еле-
менті) стала інтегрування дорівнює 

 

 ( )0 npA X X= + − . (3.16) 

 
Існують два методи визначення ( )+0X . 
1. Якщо ( )+0X  це струм в індуктивності або напруга на ємності, то ця 

величина визначається, виходячи з законів комутації (3.1), (3.2). В цьому 
випадку ( )+0X  називають незалежними початковими умовами 
(independent entry conditions). 

2. Якщо ( )+0X  це будь-який інший параметр, тоді цю величину нази-
вають залежними початковими умовами (dependent entry conditions). Для 
визначення ( )+0X  в цьому випадку необхідно скласти і розв’язати систе-
му рівнянь за законами Кірхгофа, в яку мають входити всі незалежні поча-
ткові умови цього кола. 

 

Контрольні питання  
1.Що таке перехідний процес? Чому він виникає?  
2.Сформулюйте перший закон комутації. 
3.Сформулюйте другий закон комутації. 
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4.Запишіть компонентні співвідношення між струмом і непругою на 
ємності. 

5.Запишіть компонентні співвідношення між струмом і непругою на 
індуктивності. 

6.Що називається незалежними початковими умовами при розрахунку 
перехідного процесу? 

7.Для яких параметрів у електричному колі знаходяться незалежні по-
чаткові умови? 

8.Чи може струм в резисторі після комутації змінитися стрибком? 
9.Чи може напруга на резисторі після комутації змінитися стрибком? 
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ЛЕКЦІЯ № 4 
КЛАСИЧНИЙ МЕТОД РОЗРАХУНКУ ПЕРЕХІДНОГО ПРОЦЕСУ  

У ЕЛЕКТРИЧНИХ КОЛАХ ДРУГОГО ПОРЯДКУ. 
 
 

4.1 Вмикання кола rLC на постійну напругу 
 
Проведемо аналіз перехідного процесу в колі з двома реактивними 

елементами, яке зображене на рис. 4.1. 
 

 
 

Рисунок 4.1 
 

Згідно з другим законом Кірхгофа для кола можна скласти систему рів-
нянь 

 
,

.

C

C

diir L u E
dt

dui C
dt

+ + =

=
 (4.1) 

 
Після перетворень отримаємо рівняння другого порядку 
 

 
2

2
C C

C
du d urC LC u E
dt dt

+ + = . (4.2) 

 
Характеристичне рівняння 
 

 2 1 0rCp LCp+ + =  (4.3) 

 
має корені 
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2

1,2
1

2 2
r rp
L L LC

 = − ± − 
 

. (4.4) 

 
Залежно від співвідношення складових під знаком радикала будемо ма-

ти три види коренів 

1. 
LCL

r 1
2

2

<





  – корені комплексно-спряжені; 

2. 
LCL

r 1
2

2

>





  – корені дійсні різні; 

3. 
LCL

r 1
2

2

=





  – корені дійсні однакові. 

Перед тим, як розглянути всі три випадки, знайдемо для кола незалежні 
початкові умови та примусову складову напруги на ємності. 

Оскільки ключ до комутації було вимкнено, то очевидно, що  
 

( ) ( ) 000 =−=+ ii , ( ) ( ) 000 =−=+ CC uu . 
 
Струм в колі після комутації дорівнює нулю (конденсатор не пропускає 

постійний струм), тому з першого рівняння системи (4.1) випливає, що 
EuCnp = . 

1. Нехай корені будуть комплексно-спряженими. 
Тоді їх можна подати у вигляді 01 ωδ jp +−= , 02 ωδ jp −−= , де 

L
r

2
=δ , 

2

0 2
1







−=

L
r

LС
ω , а перехідний процес буде періодичним (коли-

вальним). 
Перехідна напруга на ємності може бути записана як 
 

 ( ) ( )1 0 2 0Sin Cost
Cu t E e A t A tδ ω ω−= + + . (4.5) 

 
Знайдемо сталі інтегрування А1, А2. 
Підставляючи 0=t  і ( ) 00 =Cu  в (4.5), маємо ( )1010 21 ⋅+⋅+= AAE , 

звідки EA −=2 . 
Для визначення А1 виразимо струм в колі через сталі інтегрування  
 

( ) ( ) ( )[ ]
=

++
==

−

dt
tCosAtSinAeEdC

dt
tduCti

t
C 0201 ωωδ

 

( )( ) ( )[ ]tCosAtSinAtCosAtSinACe t
010200201 ωωωωωδδ +−++−= − . 
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Підставивши 0=t  і ( ) 00 =i , одержимо 
 

( )( ) ( )[ ]101010 12021 ⋅+⋅−+⋅+⋅−⋅= AAAAC ωδ , або 1020 AA ωδ +−= . 
 

Враховуючи, що EA −=2 , отримаємо EA
0

1 ω
δ

−= . 

Отже  

 ( ) 0 0
0

Sin Cost
Cu t E e E t E tδ δ ω ω

ω
−  

= − + 
 

. (4.6) 

 
2. Нехай корені будуть дійсними різними. 
Тоді перехідна напруга на ємності може бути записана як 
 

 ( ) 1 2
1 2

p t p t
Cu t E Ae A e= + + . (4.7) 

 
Перехідний процес буде аперіодичним (неколивальним). 
Тоді для знаходження сталих інтегрування слід скласти систему рів-

нянь. Перше з цих рівнянь одержимо, підставивши 0=t  і ( ) 00 =Cu  в (4.7) 
 

 1 20 E A A= + +  (4.8) 

 
Друге рівняння знайдемо з виразу 
 

( ) ( ) ( ) ( )tptp
tptp

C epAepAC
dt

eAeAEdC
dt

tduCti 21
21

2211
21 +=

++
== . 

 
Підставивши 0=t  і ( ) 00 =i , одержимо ( )22110 pApAC +=  або  
 

 1 1 2 20 A p A p= + . (4.9) 

 

Розв’язок системи рівнянь (4.8), (4.9): 
21

2
1 pp

EpA
−

= , 
21

1
2 pp

EpA
−

−= . 

Таким чином 
 

 ( ) 1 22 1

1 2 1 2

p t p t
C

Ep Epu t E e e
p p p p

= + −
− −

. (4.10) 
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3. Якщо корені однакові, тобто 
LCL

r 1
2

2

=





 , то перехідний процес є 

критичним. Він перехідний між аперіодичним та коливальним процесами.  

В цьому випадку 
L
rpp

221 −==  і напруга на ємності записується як 
 

 ( )1 2
pt

Cu E A A t e= + +  (4.11) 
 
Знайдемо сталі інтегрування. Підставляючи 0=t  і ( ) 00 =Cu  в (8.28), 

маємо 10 AE += , звідки EA −=1 . 
Виразимо струм в колі через сталі інтегрування  
 

( ) ( ) ( )[ ] ( )[ ]221
21 AtAApCe

dt
etAAEdC

dt
tduCti pt

pt
C ++=

++
== . 

 
Підставивши 0=t  і ( ) 00 =i , одержимо ( )210 ApAC += , звідки, з ура-

хованням EA −=1 , отримаємо pEA =2 . 
Отже  

 ( ) ( ) pt
Cu t E pEt E e= + − . (4.12) 

 
4.2 Формування характеристичного рівняння методом вхідного 

опору 
 
В попередніх прикладах характеристичне рівняння формувалося на ос-

нові однорідного диференціального рівняння. В цьому дифрівнянні потрі-
бно виконувати заміну змінної на одиницю, першої похідної – на р, другої 
похідної – на р2, k-ї похідної – на рk тощо. 

Разом з тим, для складного кола формування диференціального рівнян-
ня є непростою задачею, оскільки потребує іноді досить трудомістких ал-
гебраїчних перетворень. Тому в складних колах доцільного застосовувати 
метод вхідного опору (method of entrance resistance). 

За цим методом характеристичне рівняння формується за алгоритмом: 
1. Для кола визначається вхідний опір кола як функція комплексної ча-

стоти ( )ωjZ вх ; 
2. В одержаній функції виконується заміна комплексної частоти ωj  на 

параметр р; 
3. Функцію ( )pZвх  прирівнюють до нуля і розв’язують отримане харак-

теристичне рівняння  
 ( ) 0вхZ p = . (4.13) 
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4.3 Аналіз складного кола другого порядку 
 
Розглянемо приклад розрахунку перехідного процесу в складному колі 

з двома реактивними елементами. 
Знайти перехідні струми 1i , 2i , 3i  та напруги на ємності Сu  та на інду-

ктивності Lu  в колі постійного струму, яке зображене на рис. 4.2. Побуду-
вати графіки цих величин в часі. Параметри кола: 200=U  В, 100=L  мГн, 

50=C  мкФ, 2001 =r  Ом, 502 =r  Ом. 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 

 

Рисунок 4.2 
 

Спочатку визначимо перехідний струм через індуктивність 2i . 
В загальному вигляді ( ) впр iiti 222 += . 
Знайдемо примусову складову. Оскільки в післякомутаційний період 

03 =прi , то 
21

21 rr
Uii прпр +

== .  

Вигляд вільної складової можна буде записати лише після визначення 
коренів характеристичного рівняння, яке ми запишемо за методом вхідно-

го опору ( )
( )

0
1

1

2

2

1 =
++

+
+=

pC
pLr

pC
pLr

rpZ .  

Реалізуємо ці вирази в MathCAD. 

 

  r2 

 r1 

L 

С 

i1 

     U 

i2 i3 
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Оскільки коренями характеристичного рівняння є два спряжених ком-
плексних числа, то вільна складова ( )tcosAtsinAei t

в 02012 ωωδ += − , де 
300=δ , 4000 =ω . 
Повний розв’язок 

 

 ( ) ( )2 1 0 2 0
1 2

sin costUi t e A t A t
r r

δ ω ω−= + +
+

. (4.14) 

 
Для визначення сталих інтегрування 1A , 2A  знайдемо незалежні почат-

кові умови. 
Значення і2(0–) і Cu (0–) можна знайти, якщо розрахувати коло до кому-

тації. Оскільки прикладена до кола напруга постійна, то в колі до комутації 
(при замкненому ключі) текли постійні струми. Струм у вітці з ємністю не 
протікав. Також не протікав струм і через опір R2 , оскільки він закороче-

ний ключем, тому ( ) ( )
1

22 00
r
Uii == −+ . 

Напруга на ємності при замкненому ключі дорівнює напрузі на індук-
тивності (паралельно з’єднані вітки). Оскільки опір індуктивності при пос-
тійному струмі дорівнює нулю, то і напруга на індуктивності дорівнює ну-
лю, і, відповідно, ( ) ( ) 000 == −+ CC uu .  

Сталі інтегрування можна визначити, розв’язавши систему рівнянь (за 

умови 0=t ): ( ) ( ) 022 0 =+ = t|tii , ( ) ( ) ( )+== =+ 00220
2

Ctt u|tir|
dt

tdiL . 

Виконаємо ці процедури в MathCAD, використавши для розв’язання 
системи рівнянь блок «Given-Find» і одну з процедур символьних перет-
ворень «simplify». Разом з нею доцільно застосовувати процедуру «float», 
яка дасть можливість задати кількість цифр після десяткової точки. 

 

(  
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Знайдемо струми ( )ti1 , ( )ti3  та напруги ( )tuL , ( )tuС . Напруги визнача-

ються як: ( ) ( ) ( ) ( ) ( )tirtutu,
dt

tdiLtu LCL 22
2 +== . Струм в конденсаторній ві-

тці: ( ) ( )
dt

tduCti C=3 . Вхідний струм: ( ) ( ) ( )tititi 321 += .  

В MathCAD це виглядатиме так. 
 

 
 

Побудуємо графіки знайдених параметрів (рис. 4.3–4.7), для чого ви-
значимо докомутаційні значення параметрів ( )tuL , ( )ti1 , ( )ti3  

 

00 =− )(uL , )(i)(i −− = 00 21 , 003 =− )(i . 

   
                                                                                Рисунок 4.3 
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                                                         Рисунок 4.4 

 

   
                                                      Рисунок 4.5 

 

   
                                                          Рисунок 4.6 
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                Рисунок 4.7 

 

Контрольні питання  
1.Чи може корінь характеристичного рівняння бути додатним? 
2.Чи може дійсна частина комплексно-спряжених коренів характерис-

тичного рівняння бути додатною? 
3.Які існують три типи перехідного процесу другого порядку? 
4.Якими є корені характеристичного рівняння при аперіодичному пере-

хідному процесі другого порядку? 
5.Якими є корені характеристичного рівняння при критичному перехі-

дному процесі другого порядку? 
6.Якими є корені характеристичного рівняння при коливальному пере-

хідному процесі другого порядку? 
7.Чи може коло другого порядку мати два однакових комплексних ко-

рені характеристичного рівняння? 
8.Чи може коло другого порядку мати один комплексний та один дійс-

ний корені характеристичного рівняння? 
9.У якому місці потрібно розірвати електричне коло, щоб застосувати 

метод вхідного опору для складання характеристичного рівняння? 
10. Як знаходиться фактична тривалість перехідного процесу при пере-

хідному процесі другого порядку аперіодичного типу? 
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ЛЕКЦІЯ № 5 
КЛАСИЧНИЙ МЕТОД РОЗРАХУНКУ ПЕРЕХІДНОГО ПРОЦЕСУ  

У ЕЛЕКТРИЧНИХ КОЛАХ  
З СИНУСОЇДНОЮ НАПРУГОЮ ЖИВЛЕННЯ 

 
 
5.1 Вмикання кола R, L до джерела синусоїдної напруги 

 
Розглянемо коло. схема якого зображена на рис. 5.1, коли прикладена 

напруга змінюється за синусоїдним законом 
 

 ).tsin(Uu m βω +=  (5.1) 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 5.1 
 
Складаючи рівняння за другим законом Кірхгофа, одержуємо 
 

 
).tsin(URi

dt
diL m βω +=+

 (5.2) 
 
Повний розв’язок рівняння 
 

.iii впр +=  
 
Примусова складова струму знаходиться з розрахунку нового устале-

ного режиму, тому ця складова може бути розрахована комплексним мето-
дом і змінюється за синусоїдним законом 

 
),tsin(Ii m ϕβω −+=  

~ U

R

L

i



34 

де амплітуда струму  

,
)L(R

UI
22

m
m

ω+
=

 
а 

 
.

R
Ltg ωϕ =

 
 
Вільна складова, яка є розв’язком однорідного диференціального рів-

няння, має такий же вигляд, як і при підключенні кола R, L до джерела по-
стійної напруги, тобто 

 

.Aei pt
в =  

 
Характеристичне рівняння Lp + R = 0, а його корінь р = - R/L. Таким 

чином повний розв’язок 
 

 .Ae)tsin(Ii pt
m +−+= ϕβω  (5.3) 

 
Постійну інтегрування А знаходимо, використовуючи початкові умови, 

тому що в розглядуваному колі початкові умови нульові (струму в колі до 
комутації не було), то при t = 0 

 
.0)0(i)0(i =−=+  

 
Підставимо t = 0 і і(0) = 0 в (5.3), держимо 
 

.A)sin(I0 m +ϕ−β=  
 

Звідси 
 

 ),sin(IA m ϕ−β−=  (5.4) 
i 

 [ ] .e)sin(I)tsin(Ii
t

L
R

mm

−
−−−+= ϕβϕβω  (5.5) 

Побудуємо графік зміни струму в колі (рис. 5.2), коли постійна часу 
кола значно більша періоду синусоїдної функції τ>>Т. 
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Рисунок 5.2 

 
Примусова складова є синусоїдною функцією. Припустимо, що ключ 

замикається в момент, коли примусова складова приймає максимальне 
від’ємне значення ( 2

πϕβ −=− ). 

 
mпр I)(i −=+0 . 

 
В цьому випадку вільна складова при t = 0 
 

mпрв Iii =−= ++ )0()0( , 

 
оскільки повний струм при t=0 ( )+0i =0. Максимальне значення струму 
перехідного процесу maxi  перевищує амплітуду усталеного значення стру-
му майже в два рази (рис. 5.2), тоді як при підключенні такого кола до 
джерела постійної напруги струм перехідного процесу не перевищує уста-
леного значення.  

При зміні моменту вмикання змінюються значення ( )+0npi  і ( )+0вi , що 
змінює і характер перехідного процесу. 

Нехай, наприклад, коло вмикається в момент, коли β - φ << 90°, як це 
показано на рис. 5.3. 

В цьому випадку ( ) ( )++ −= 00 npв ii  приймають значення, близькі до ну-
ля, і струм і перехідного процесу мало відрізняється від усталеного зна-
чення. Якщо ключ замикається в момент часу, коли примусова складова 
струму проходить через нуль ( 0=−ϕβ ), то вільна складова дорівнює ну-
лю, і в колі зразу ж встановлюється новий усталений режим. 
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Рисунок 5.3 
 
Таким чином, при вмиканні кола R, L до джерела синусоїдної напруги 

струм перехідного процесу може перевищувати амплітуду струму устале-
ного режиму, а характер перехідного процесу залежить від моменту вми-
кання. 

 
5.2 Аналіз перехідного процесу у розгалуженому кола при  

синусоїдній напрузі живлення  
 
Знайдемо перехідну напругу на обкладинках конденсатора після вими-

кання вимикача S в колі, зображеному на рис. 5.4, якщо 
u=200sin(1000t+ψu) B, R=50 Ом, L=0,05 Гн, С=20 мкФ і при t=0 напруга, 
зростаючи, досягає позитивної величини, що дорівнює її діючому значен-
ню. 

 

R

L R C

S

u

I

 
 

Рисунок 5.4 
 
Попередньо знаходимо початкову фазу прикладеної напруги u з умови 
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200(0) 200sin( )
2uu ψ= =  

01sin( ) 45 ,
2u arcψ = = або 0135 .  

 
В нашому випадку ψu=45°, оскільки комутація виконується в той мо-

мент, коли напруга зростає на ділянці позитивних значень. 
Таким чином 

0200sin(1000 45 ) .u t В= +  
 
Знаходимо напругу на конденсаторі в колі до комутації 
 

1000 0,05 50 ,LX j L j j Омω= = ⋅ =


 

6

3

1 10 50 ,
10 20СX j j j Ом

Сω
= − = − = −

⋅

 

,C
екв

UU U RI U R
Z

= − = −  

де 
1 150 100 .1 1 1 1 1 1

50 50 50

екв

L C

Z R Ом

R X X j j

= + = + =
+ + + −
 

 

 
В показниковій формі 
 

45

45 45

200
200 100250 .

1002 2

j

j j
C

e
U e e= − =  

 
Переходячи до миттєвої форми, отримаємо напругу на конденсаторі до 

комутації 
 

0100sin(1000 45 ) .cu t В= +  
 
Визначимо незалежні початкові умови 
 

0(0) 100sin(45 ) 50 2 .cu В= =  
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Складемо рівняння перехідного процесу за другим законом Кірхгофа 
для контуру R, C відносно uc 

 

0,

,

c

c

iR u
dui C
dt

+ =


=

 

0.c
c

duRC u
dt

+ =  

 
На основі отриманого диференціального рівняння отримаємо та 

розв’єжемо характеристичне рівняння 
 

1 0,RCp + =  

1 .p
RC

= −  

 
Враховуючи структуру кола після комутації запишемо примусове зна-

чення напруги на ємності 
 

0.c прu =  

 
Запишемо вільну складову напруги на ємності 
 

61 10
100050 20( ) .

t t tRC
c вu t Ae Ae Ae

− −
−⋅= = =  

 
Запишемо математичний вираз повної наприги на ємності 
 

1000( ) ( ) ( ) t
c c в c прu t u t u t Ae−= + =  

 
При t=0  

(0) 50 2 .cu A В= =  

Тому 
1000( ) 50 2 .t

cu t e−= ⋅  
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Контрольні питання  
1.Чи відрізняються корені характеристичного рівняння у колах постій-

ного та змінного струмів? 
2.Чи виконуються закони комутації у колах змінного струму? 
3.Чи може дійсна частина комплексно-спряжених коренів характерис-

тичного рівняння у колах змінного струму бути додатною? 
4.Як знаходяться нульові початкові умови у колах змінного струму? 
5.У яких випадках у колі змінного струму величина, для якої викону-

ється закон комунації, матиме нульове значення? Як це пов’язано з момен-
том здійснення комутації? 

6.Якою буде примусова складова напруги та струму у колах змінного 
струму? 
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ЛЕКЦІЯ № 6 
ПЕРЕТВОРЕННЯ ЛАПЛАСА.  

ОПЕРАТОРНІ СХЕМИ ЗАМІЩЕННЯ ЕЛЕКТРИЧНИХ КІЛ 
 
 
6.1 Суть та деякі властивості перетворення Лапласа 
 
В попередніх лекціях було показано, що розрахунок перехідних проце-

сів класичним методом зводиться до розв’язування неоднорідних лінійних 
диференціальних рівнянь при заданих початкових умовах. 

Основою операторного методу є те, що диференціальні рівняння в об-
ласті дійсної змінної t перетворюються в алгебраїчні рівняння в області 
комплексної змінної s = σ +jω, (σ > 0). 

Такий перехід здійснюється за допомогою перетворення Лапласа, яке 
має вигляд 

 ( ) ( )
0

.s tF s f t e dt
∞

−= ∫  (6.1) 

 

Перетворення Лапласа однозначно переводить функцію дійсної змінної 
f(t), яку називають оригіналом, в функцію комплексної змінної F(s), яку 
називають зображенням f(t). Таке перетворення умовно записують в формі 
F(s) •

•
= f(t) або f(t) •

•
= F(s). 

Часто використовують і другу умовну форму запису ( ) ( )[ ]tfLsF =  і 
( ) ( )[ ]sFLtf 1−= . 

Перетворенню Лапласа властива єдиність, яка доводиться в курсі мате-
матики і яка може бути сформульована таким чином: якщо функція f(t) має 
перетворення Лапласа F(s), то це перетворення єдине; з іншого боку, якщо 
задана функція F(s) і знайдена функція f(t), яка задовольняє перетворення 
(6.1), то функція f(t) єдина. 

Функція f(t) має зображення, якщо вона задовольняє умови Діріхле (має 
кінцеве число розривів першого роду і кінцеве число мінімумів і 
максимумів), при t < 0 тотожна нулю і є функцією обмеженого зростання, 
тобто 

 

 ( ) ,a tf t Ae<  (6.2) 

де А і а – постійні додатні величини, причому а > σ. 
Відмітимо, що функції, які описують можливі реальні зовнішні дії на 

електричні кола, струми і напруги, які при цьому виникають, завжди задо-
вольняють вказані умови і можуть бути перетворені за Лапласом. 
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Припустимо, що оригінал f(t) має зображення F(s), знайдемо зображен-
ня функції 
 ( ) ( )1 ,f t Cf t=  (6.3) 
 
де С – постійна величина.  

Підставимо (6.3) в (6.1), тоді 

 1( )f t ≓ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 1
0 0 0

.s t s t s tF s f t e dt Cf t e dt C f t e dt CF s
∞ ∞ ∞

− − −= = = =∫ ∫ ∫  (6.4) 

Таким чином, зображення функції f(t), помножене на постійну величи-
ну (6.3), дорівнює постійній величині, помноженій на зображення цієї 
функції (6.4). 

Нехай є декілька функцій f1(t), f2(t), ..., fп(t), які мають, відповідно, зоб-
раження F1(s), F2(s),..., Fn(s). Знайдемо зображення суми цих функцій 

 

 ( ) ( ) ( ) ( )1 2 ... .nf t f t f t f t= + + +  (6.5) 

 
Використовуючи (6.1), одержуємо 
 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1 2 1
0 0 0

2 1 2
0 0

...

... ... .

s t s t s t
n

s t s t
n n

F s f t e dt f t f t f t e dt f t e dt

f t e dt f t e dt F s F s F s

∞ ∞ ∞
− − −

∞ ∞
− −

= = + + + = +

+ + + = + + +

∫ ∫ ∫

∫ ∫
 (6.6) 

 
тобто, зображення суми функцій дорівнює сумі зображень цих окремих 
функцій. 

Така властивість перетворення Лапласа, коли виконуються умови (6.4) і 
(6.6), називається властивістю лінійності. 

Знайдемо зображення деяких функцій, які широко використовуються в 
теорії кіл. 

Нехай f(t)=A, де А є сталою величиною. Знайдемо зображення цієї 
функції, використовуючи (6.1). 

 

 ( )
0 0

,
s t

s t e AF s A e dt A
s s

∞∞ −
−= = =

−∫  (6.7) 

 

тобто А ≓ .A
s
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Якщо f(t)= te α− , (α може бути дійсним або комплексним числом), то 
 

 
( ) ( )

( )

( )0 0 0

1 .
s t

s tt s t eF s e e dt e dt
s s

α
αα

α α

∞∞ ∞ − +
− +− −= = = =

− + +∫ ∫
 

 
Таким чином, 

 te α− ≓ .
s

1
α+

 (6.8) 

 
Якщо f(t)= teα , то, змінивши знак перед α в (6.8), одержуємо 
 

 teα ≓ .1
α−s

 (6.9) 

 
Використаємо вираз (6.9) для знаходження зображення синусоїдної і 

косинусоїдної функцій, прийнявши α=j ω. 
 

 cos( ) sin( ).j te t j tω ω ω⋅ = +  (6.10) 
 

Зображення tje ⋅ω
 

 

 2 2 2 2 2 2

1 s j s j
s j s s s

ω ω
ω ω ω ω

+
= = +

− + + +
. (6.11) 

 
Порівнюючи (6.10) і (6.11), одержуємо 
 

 cos( )tω ≓ 2 2

s
s ω+

, (6.12) 

 sin( )tω ≓ 2 2s
ω
ω+

. (6.13) 

 
Нехай функція f(t) має зображення F(s). Знайдемо зображення похідної 

цієї функції. 
 

 

( ) ( ) dte
dt

tdf
dt

tdfL st

0

−
∞

∫=





. 
 
Візьмемо інтеграл частинами. Як відомо 
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 ∫ ∫−= vduuvudv . 
 
Позначимо steu −= , ( )tfv = , тоді ( ) dtesdu st−−=  і підставимо одержані 

значення 
 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) dtetfs
e

tfdtestftfe
dt

tdfL st

00
st

st

0
0

st −
∞∞

−
∞

∞− ∫∫ +=−−=





. 
 

Згідно з умовою (6.2) функція f(t) зростає не швидше ніж функція ste , 
тому при підстановці верхньої межі в першу складову, вона 
перетворюється на нуль, а при підстановці нижньої межі перша складова 
перетворюється в f(0), тобто, в значення функції f(t)  при t = 0. Інтеграл в 
другій складовій, відповідно до (6.1), є зображенням функції f(t), тобто 
F(s). Таким чином 

 

 ( )df t
dt

≓ ( ) ( )0sF s f− . (6.14) 

 
Знайдемо зображення інтеграла від попередньої функції f(t). Позначимо 
 

 
0

( ) ( ) ( ) (0)
t

t f t dt f t dtφ φ= = +∫ ∫ . (6.15) 

де φ(0) є значення функції φ(t) при t = 0.  
Враховуючи (6.15) і властивість лінійності, запишемо 
 

 ( ) ( ) ( )
0

0
t

L f t dt L f t dt L φ
   = +        

∫ ∫ . (6.16) 

Оскільки 

( ) ( )
/

0

t

f t dt f t
 

= 
 
∫ , 

то 

 ( ) ( ) ( )
/

0

t

L f t dt L f t F s
 

= =    
 
∫  (6.17) 

і, відповідно до (6.14), 
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( ) ( ) ( )

/ 0

0 0 0

t t

L f t dt sL f t dt f t dt
   

= −   
   
∫ ∫ ∫

. 
(6.18)

 

Оскільки останній інтеграл дорівнює нулю, то, з врахуванням (6.17), 
 

( ) ( )
0

,
t

F s sL f t dt
 

=  
 
∫    

і 

 ( ) ( )
0

t F s
L f t dt

s
 

= 
 
∫   . (6.19) 

 
У виразі (6.16) φ(0) – постійна величина, тому, згідно з (6.7), і 

 ( ) ( )0
0L

s
φ

φ =     . 

 
Таким чином 
 

 ( ) ( )t f t dtφ = ∫  ≓ ( ) ( )0F s
s s

φ
+  . (6.20) 

 
Вирази (6.14) і (6.20) показують, що операціям диференціювання та ін-

тегрування функцій дійсної змінної t відповідають алгебраїчні операції 
множення і ділення зображень цих функцій на комплексну змінну s (за ну-
льових початкових умов). Якщо початкові умови не нульові, їх враховують 
так, як показано в (6.14) і (6.20). Це означає, що диференціальним 
рівнянням оригіналів відповідають алгебраїчні рівняння зображень. 

Відмітимо ще деякі теореми, які відомі з курсу математики. 
Теорема про запізнення. Якщо f(t) ≓ F(s), то 
 

 ( )0ttf −  ≓ ( ).sFe 0st−  (6.21) 

 
Теорема зсуву. Якщо f(t) ≓ F(s), то 
 

 ( )te f tα− ⋅  ≓ ( ).F s α+  (6.22) 
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6.2 Операторні зображення електротехнічних параметрів 
 
Вхідна напруга кола ( )tu  або діюча в ньому е.р.с. ( )te  зображуються в 

операторному вигляді як ( )sU  або ( )sE . 
Для кіл постійного струму можна записати 
 

 ( ) UU s
s

= ,   ( ) EE s
s

= . (6.23) 

 
Для кіл синусоїдного струму 
 

 ( ) ( ) ( ) 2 2sin m
m

Uu t U t U s
s

ωω
ω

= → =
+

. (6.24) 

 
Розглянемо операторні зображення пасивних елементів і закон Ома в 

операторному вигляді для них. 
 

Резистор 
Операторне зображення резистора показане на рис. 6.1. 

 
 
 

 
 

Рисунок 6.1 
 
Закон Ома в операторному вигляді 
 

 ( ) ( )rU s I s r= . (6.25) 
 

Індуктивність 
Операторне зображення індуктивності (рис. 6.2) окрім операторного 

опору може містити в собі і тимчасову додаткову е.р.с, яка є наслідком на-
копиченої в елементі енергії магнітного поля (якщо, звичайно, через індук-
тивність до комутації протікав струм). Напрямок цієї е.р.с. збігається з на-
прямком струму в індуктивності до комутації. 

 
 
 
 
 

Рисунок 6.2 

I(s) 
r 

U(s) 

I(s) 

sL 

U(s) 

Li(0-) 
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Закон Ома в операторному вигляді 
  

 ( ) ( ) ( )0LU s I s sL Li= − − . (6.26) 
 

Ємність 
Операторне зображення ємності (рис. 6.3) окрім операторного опору 

може містити в собі і тимчасову додаткову е.р.с, яка є наслідком накопи-
ченої в елементі енергії електричного поля (якщо, звичайно, напруга на 
ємності до комутації не дорівнювала нулю). Напрямок цієї е.р.с. протиле-
жний напрямку струму. 

Закон Ома в операторному вигляді 
 

 ( ) ( ) ( )0C
C

I s u
U s

sC s
−

= + . (6.27) 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 6.3 
 
6.3 Операторні схеми 
 
Операторні схеми – це такі схеми, в вітках яких діють зображення 

джерел енергії, містяться операторні елементи і протікають зображення 
струмів.  

При складанні операторної схеми треба враховувати такі правила. 
1. Операторна схема складається для післякомутаційного стану, тому в 

операторній схемі не показується ключ і вилучаються елементи, в яких од-
разу після комутації перестає протікати струм. Можуть існувати кола, для 
яких операторні схеми складаються з окремих, не пов’язаних між собою, 
частин. 

2. Додаткові тимчасові е.р.с. в реактивних елементах доцільно показу-
вати на операторних схемах лише у випадку ненульових початкових умов. 

Розглянемо приклад. 
Розглянемо ще один приклад (рис. 6.4). 
Операторна схема, яка відповідає заданій, зображена на рис. 6.4, б. Ви-

значимо початкові значення і3(0) і ( )0Cu  та, відповідно, додаткові е.р.с. 

I(s) 

  1  
sC 

U(s) 

uC(0-)  
   s 
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У колі до комутації протікали постійні струми І1, І2. І3, в вітці з 
розімкнутим ключем і в вітці, яка містить послідовно з’єднані елементи С і 
R4, струми не протікали, тому 

 

 321
321 RRR

EIII
++

===
. 

 
Отже, 
 

( ) ( ) ( )
321

333 RRR
E0i0i0i
++

=== −+

. 

 
 

Рисунок 6.4 
 

Напруга на ємності до комутації дорівнює напрузі між точками а і b , а 
оскільки при відсутності струму через опір R4, потенціал точки b дорівнює 
потенціалу точки с, то 

 

321

3
33acab RRR

ERRIUU
++

===
. 

 
Перехідна напруга Cu  при вибраних напрямах струмів після комутації 

направлена назустріч напрузі abU , тому 
 

( ) ( ) ( )
321

3
abCCC RRR

ERUuuu
++

=−=== −+ 000
. 



48 

Складемо для знаходження зображень струмів систему рівнянь за ме-
тодом контурних струмів. В схемі три незалежних контури і при вибраних 
напрямах контурних струмів одержуємо 

 

 J1(s)(R1 + R2 + sL + R3 ) – J2(s)(sL+R3) – J3(s)R2 = 
s
E  + Li3(0), 

 - J1(s)(sL+R3) – J2(s)(R3 +  sL + sC
1

+ R4) – J3(s) sC
1

 = - Li3(0) + ( )
s
0uC , 

 - J1(s)R2 – J2(s) sC
1

 + J3(s) (R2 + sC
1

) =  - ( )
s
0uC  . 

 
Розв’язуючи цю систему, можна знайти зображення контурних струмів, 

зображення струмів в вітках визначаються через зображення контурних 
струмів 

 
 I1(s) = J1(s),     I2(s) = J1(s) – J3(s),        I3(s) = J1(s) – J2(s), 
 I4(s) = J2(s),     I5(s) = - J2(s) + J3(s),     I6 = J3(s). 

 
Контрольні питання  

1. Що таке перетворення Лапласа? Як воно реалізується? 
2. Як Ви розумієте «єдність» перетворення Лапласа? 
3. Які основні властивості перетворенння Лапласа? 
4. Що таке забраження функції? 
5. Що є операторним еквівалентом джерела е.р.с.? 
6. Що є операторним еквівалентом резистивного елемента? 
7. Що є операторним еквівалентом індуктивності? 
8. Що є операторним еквівалентом ємності? 
9. Що є причиною можливої появи в операторній схемі додаткової 

е.р.с. індуктивності? 
10. Що є причиною можливої появи в операторній схемі додаткової 

е.р.с. ємності? 
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ЛЕКЦІЯ № 7 
ОПЕРАТОРНИЙ МЕТОД АНАЛІЗУ ПЕРЕХІДНИХ ПРОЦЕСІВ 

 
 

7.1 Закони Кірхгофа в операторній формі 
 
Операторна форма запису першого закону Кірхгофа виглядає як 
 

 ( )
1

0
n

k
k

I s
=

=∑ . (7.1) 

 
Перед записом другого закону Кірхгофа введемо поняття повного опе-

раторного опору ділянки кола rLC 
 

 ( ) 1Z s r sL
sC

= + + . (7.2) 

 
Тоді другий закон Кірхгофа запишеться як 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1

0
0

n n
Ck

k k k k Lk
k k

u
I s Z s E s L i

s= =

− 
= + − − 

 
∑ ∑ . (7.3) 

 
Розглянемо приклад. 
 

r1

r2

U
s 1

sC

 
 

Рисунок 7.1 
 
Складемо систему рівнянь за законами Кірхгофа в операторному ви-

гляді для схеми (рис. 7.1). Приймемо напрямок обходу контурів за годин-
никовою стрілкою. 

 
( ) ( ) ( ) 0321 =−− sIsIsI , 
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( ) ( )
s

U
sC

sIrsI =+
1

311 ,                                     (7.4) 

( ) ( )( ) ( )022211 Li
s

UsLrsIrsI +=++ . 

 
7.2 Перехід від зображення до оригіналу 
 
Одержані операторні значення шуканих параметрів потрібно записати 

у вигляді функцій часу, тобто знайти оригінал одержаних зображень. Іс-
нують різні шляхи знаходження оригіналів. В теорії кіл, зазвичай, викори-
стовують теорему розкладання. 

Теорема розкладання використовується в тих випадках, коли зобра-
ження деякої функції F(s) записано у вигляді відношення двох правильних 
поліномів 

 

 ( ) ( )
( )

1
1 1 0

1
1 1 0

...
...

m m
m m

n n
n n

P s a s a s a s aF s
Q s b s b s b s b

−
−

−
−

+ + + +
= =

+ + + +
, (7.5) 

 
при цьому т<n. 

Як правило, зображення величин, які визначаються при розрахунку 
перехідних процесів в лінійних колах, задовольняють цю умову.  

Далі перехід до оригіналу здійснюється за таким алгоритмом: 
1. Визначаються корені рівняння ( ) 0=sQ . Максимально можлива кіль-

кість коренів на одиницю більша за кількість реактивних елементів в колі. 
2. Знаходиться перша похідна знаменника ( )sQ′ . 
3. Оригінал функції ( )sF  визначається за формулою 
 

 ( ) ( )
( )1

k

n
s tk

k k

P s
f t e

Q s=

=
′∑ , (7.6) 

 
де ks  – корінь знаменника;  

( )ksP  – значення чисельника функції ( )sF  при kss = ;  
( )ksQ′  – значення похідної знаменника функції  ( )sF  при kss = ;  

n – кількість коренів знаменника. 
Розглянемо приклад. 
Нехай зображення деякої функції має вигляд  
 

( ) ( )
( ) )ss(s

ss
sQ
sPsF

86
84

2

2

++
++

== . 

 
Знайти оригінал цієї функції.  
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Знаходимо корені знаменника 
 

( ) 420086 321
2 −=−==⇒=++ s,s,ssss . 

 
Визначаємо значення чисельника для kss =  
 

( ) ( ) ( ) 88161648848 321 =+−==+−== sP;sP;sP . 
 
Знаходимо похідну знаменника ( ) ( )62862 ++++=′ sssssQ і її значення 

для kss = : 848 321 =′−=′=′ )s(Q;)s(Q;)s(Q . 
Підставляємо одержані значення в (7.6)  
 

.eeeee

e
)s(Q
)s(Pe

)s(Q
)s(Pe

)s(Q
)s(Pe

)s(Q
)s(P)t(f

ttttt

tsts

k

tstks

k

k

42420

3

3

32

2

2
3

1

1

1

1

1
8
8

4
4

8
8 −−−−

=

+−=++=

=
′

+
′

+
′

=
′

= ∑
 

 
Розглянемо тепер розрахунок переходного процесу в колі (див. рис. 

7.1) операторним методом. Операторна система рівнянь записана вище 
(7.4). 

Розв’яжемо цю систему рівнянь в середовищі MathCAD, застосувавши 
процедурний блок «Given-Find» разом з функцією символьних перетво-
рень «→». 
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Таким чином, ми отримали операторні зображення струмів 
( ) ( ) ( )sI,sI,sI 321 . Операторні зображення напруг на індуктивності та ємно-

сті знайдемо за формулами 
 

( ) ( ) ( )022 LisLsIsuL −= ,  ( ) ( ) ( ) 22 rsIsusu LC += . 
 
Повернутися до оригіналів, тобто знайти функції ( )ti1 , ( )ti2 , ( )ti3 ,  
( )tuC , ( )tuL  в Mathcad можна зробити за допомогою процедури обернено-

го перетворення Лапласа «invlaplace», наприклад, 
 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

Контрольні питання  

1.Чи можуть поліноми ( )sP  або ( )sQ  містити складову ks− ? 
2.Чи потрібно в операторному методі розрахунку визначати примусові 

складові параметрів? 
3.У чому полягає положення теореми розкладання? 
4.Чи можуть поліноми, що використовуються у теоремі розкладання, 

мати від’ємний показник степеня? 
5.Чи потрібно в операторному методі розрахунку визначати незалежні 

початкові умови? 
6.Чи потрібно в операторному методі розрахунку визначати залежні 

початкові умови?  
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ЛЕКЦІЯ № 8 
ЕЛЕМЕНТИ ТЕОРІЇ СИГНАЛІВ 

 
 

8.1 Одинична функція і перехідна характеристика кола 
 
Одинична східчаста функція (рис. 8.1,а), яка називається функцією Хе-

вісайда, визначається так: 
 

 ( )
0, 0 ;

1
1, 0 .

t
t

t
<

=  >
 (8.1) 

 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 8.1 
 

З допомогою одиничної функції діяння будь-якої напруги на коло може 
бути описано з допомогою добутку 

 

( ) ( ) ( )



>
<

=⋅
.0t,tf
;0t,0

t1tf
 

 
Якщо коло в момент t = 0 вмикається на постійну напругу U0 , то це 

можна описати добутком 
 

 
( )





>
<

=⋅
.0t,U
;0t,0

t1U
0

0

 
 
Цей вираз вказує на те, що напруга зростає від нуля до U0 стрибком в 

момент вмикання (t= 0), дальше діє безперервно, залишаючись постійною, 
тобто відпадає необхідність у використанні ключа. 

Якщо діяння подається на коло не в момент t = 0 , а з запізненням на 
час τ, то його слід записувати з допомогою одиничної функції (рис. 8.1 ,б) з 
аргументом з запізненням (t - τ) 
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Рисунок 8.2 

 ( )
0, ;

1
1, .

t
t

t
τ

τ
τ

<
− =  >

 (8.2) 

Добуток 

( )




τ>
τ<

=τ−⋅
t,U

;t,0
t1U

0
0

 
 

вказує на те, що напруга величиною U0 вмикається в коло в момент часу 
t = τ. 

Реакція кола на одиничну східчасту функцію при нульових початкових 
умовах називається перехідною характеристикою кола і позначається h(t). 
Під нульовими початковими умовами розуміють нульові значення незале-
жних початкових умов. 

З електротехнічної точки зору дія одиничної 
східчастої напруги на коло рівноцінна вмиканню 
кола в момент t = 0 під постійну напругу 1 В. 
Таким чином, для визначення перехідної харак-
теристики кола h(t) слід знайти необхідну реак-
цію (згідно з умовою задачі), розрахувавши пе-
рехідний процес в колі, схема якого наведена на 
рис. 8.2 (початкові умови нульові). 

Такий розрахунок можна проводити як класичним так і операторним ме-
тодом. Знайдена реакція і буде шуканою перехідною характеристикою h(t). 

Наприклад, при вмиканні кола, яке складається з послідовно з’єднаних 
опору R і індуктивності L, на напругу складної форми, де як реакції треба 
знайти струм, перехідною характеристикою є струм від дії постійної на-
пруги на вході 1 В. Оскільки струм в такому колі від дії постійної напруги 
U визначається, як відомо, за ф-лою 

 







 −=

⋅− t
L
R

e1
R
Ui

. 
 
то перехідна характеристика 
 

 1( ) 1
R t
Lh t e

R
− ⋅ 

= − 
 

. (8.3) 

 
В складних колах зручно спочатку знаходити зображення перехідної 

характеристики H(s), а потім за теоремою розкладання визначити h(t). 
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Подамо будь-яке коло в вигляді чотириполюсника (рис. 8.3, а), до якого 
прикладене деяке діяння f(t), і реакція на це діяння на виході х(t). Для зна-
ходження зображення реакції X(s) перерисуємо схему в операторній формі 
(рис. 8.3, б). 

 

 
 
 
 
 
 

Рисунок 8.3 

Оскільки початкові умови нульові, то ніяких додаткових е.р.с. в чоти-
риполюснику не з’являється, а зв’язок між зображеннями реакції X(s) і ді-
яння F(s) записується у вигляді 

 
 ( ) ( ) ( )X s K s F s= , (8.4) 
 
де K(s) – передатна функція кола, яка залежить тільки від параметрів кола і 
виду їх з’єднання між собою. 

Якщо діяння є одиничною східчастою функцією 1(t), то її зображення 
можна знайти, використовуючи інтеграл Лапласа 

 

 ( ) ( )
0

11 1 stL t t e dt
s

∞ −= =   ∫  ;    1(t) ≓ 1
s

. (8.5) 

 
Тоді зображення перехідної характеристики визначається за виразом 
 

 ( ) ( )K s
H s

s
= . (8.6) 

 
Приклад. Знайти перехідну характеристику для напруги на ємності в 

колі, яке зображене на рис. 8.4, а. 
Наведемо схему в операторній формі (початкові умови нульові, рис. 

8.4, б) і виразимо напругу UC(s)=U2(s) через вхідну напругу U1(s). 
 

 

 

 

 

Рисунок 8.4 
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Вхідний струм 
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Шукана напруга 
 

( ) ( ) ( ) ( )
2121

21

2

2
1

2

2

12 RRCsRR
RsU

1CsR
RsI

sC
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=

. 
 
Враховуючи, що F(s) = U1(s), X(s) = U2(s), передаточна функція кола 
 

 
( ) ( )

( ) 2121

2

1

2

RRCsRR
R

sU
sUsK

++
==

. 
 
і зображення перехідної характеристики для напруги на ємності, згідно з 
(8.6) 
 

 ( ) ( )
( )

2

1 2 1 2
U

K s RH s
s s R R Cs R R

= =
+ +

. 

 
Використовуючи теорему розкладання, знаходимо оригінал перехідної 

характеристики 
 

 ( )
1 2

1 22 2

1 2 1 2

R R t
R R C

U
R Rh t e

R R R R

+
− ⋅

= −
+ +

. 

 
Знаючи перехідну характеристику, легко визначити значення uC(t) при 

будь-якій величині постійної вхідної напруги. Дійсно, якщо на вході вклю-
чена постійна напруга U1, то 

 
 ( ) ( )2 1 Uu t U h t= . 
 

8.2 Імпульсна функція і вагова характеристика кола 
Імпульсною характеристикою кола або ваговою характеристикою нази-

вають реакцію кола на одиничну імпульсну функцію при нульових почат-
кових умовах. 

Одинична імпульсна функція, її називають функцією Дірака або δ-
функцією, визначається тим, що її площа дорівнює одиниці, величина 



57 

імпульсна прямує до нескінченності при t → 0, а при всіх інших значеннях 
t вона дорівнює нулю 

 

 







>
=∞
<

=δ
.0t,0

0t,
0t,0

)t(

 
(8.7)

 
 

На рис. 8.5 показаний імпульс шириною Т і висотою 1/Т, площа якого 
дорівнює одиниці. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 8.5 
 

Одиничну імпульсну функцію δ(t) одержують із цього імпульсу при 
Т→ 0. Для δ-функції справедливе співвідношення 

 

 
2

1

( ) ( ) 1 ,
t

t

t dt t dtδ δ
∞

−∞

= =∫ ∫  (8.8)  

 
якщо t1 <0,  t2 >0.  

Добре видно, що 
 





>
<

=δ∫
∞− ,0t,1

;0t,0
dt)t(

t

 
отже 

,)t(1dt)t(
t

=δ∫
∞−  

або 

 
1( )( ) .d tt
dt

δ =
 
 (8.9) 

 
Якщо взяти добуток функцій f(t) на δ(t), то цей добуток при всіх t ≠ 0 

перетворюється на нуль, а при  t = 0 має значення f(0) )t(δ , тобто 
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( ) ( ) (0) ( )f t t f tδ δ= . 
 
Згідно з цим 
 

 ( )( ) ( ) (0) ( ) (0) ( ) 0 .f t t dt f t dt f t dt fδ δ δ
∞ ∞ ∞

−∞ −∞ −∞

= = =∫ ∫ ∫  (8.10) 

 
Операторне зображення δ-функції 
 

 [ ] 0

0 0

( ) ( ) ( ) 1 .s t sL t t e dt e t dtδ δ δ
∞ ∞

− ⋅ − ⋅= = =∫ ∫  (8.11) 

 
Враховуючи одержане співвідношення і визначення імпульсної харак-

теристики можна стверджувати, що операторне зображення імпульсної ха-
рактеристики дорівнює зображенню передатної функції. 

Якщо позначити зображення імпульсної характеристики g(t) через G(s), 
то 

 

 ( ) ( ) .UG s K s=  (8.12) 
 
Для кола, яке розглядалося вище (рис. 8.4, а),  
 

1 2

1 22
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Якщо на вході кола (рис. 8.4, а) діє імпульс напруги, площа якого дорі-

внює А, тобто u1(t)=Aδ(t), то напруга на ємності u2(t) = AgU(t). 
 

Контрольні питання  

1.Що таке одинична східчаста функція або функція Хевісайда? 
2.Що таке перехідна характеристика? 
3.Що таке імпульсна функція або функція Дірака? 
4.Як пов’язані між собою функції Хевісайда та Дірака? 
5.Що таке вагова характеристика? 
6.Чому для знаходження перехідної та вагової характеристик зручно 

використовувати операторний метод розрахунку? 
7.Чому при розрахунку перехідної та вагової характеристик кола у опе-

раторних схемах заміщення не виникає тимчасових е.р.с.? 
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ЛЕКЦІЯ № 9 
ПЕРЕХІДНІ ПРОЦЕСИ ПРИ ДОВІЛЬНОМУ ВХІДНОМУ СИГНАЛІ 

 
 
9.1 Використання перехідних характеристик для розрахунку  

перехідних процесів 
 
 

 

 

 

 

Рисунок 9.1 

Нехай до деякого кола, для якого відома перехідна характеристика h(t), 
прикладене східчасте діяння u(t) (рис. 9.1). 

Визначимо реакцію кола через перехідну характеристику. Підкреслимо 
ще раз, що всі подальші міркування стосуються кіл з нульовими початко-
вими умовами. 

Перехідний процес в цих випадках визначають окремо на різних інтер-
валах часу. 

На інтервалі 0 < t < t1 до кола прикладена постійна напруга U1, тому 
 

 ( ) ( )1 1, 0x t U h t t t= < < . (9.1) 
 

На інтервалі t1 < t < t2 продовжує діяти постійна напруга U1 і, відповід-
но, існує реакція на цю напругу U1h(t). В момент часу t1 додатково підклю-
чається постійна напруга (U2–U1) і з’являється складова реакції від цього 
стрибка напруги, яка зміщена на час t1, тобто (U2–U1)h(t–t1). Таким чином, 
загальна реакція на цьому інтервалі   

                            ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 1 2,x t U h t U U h t t t t t= + − − < < . (9.2) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 9.2 
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На інтервалі t2 < t < ∞ реакція кола складається з трьох складових 
(рис. 9.2): 

- продовжує діяти напруга U1 –  реакція U1h(t); 
- продовжує діяти постійна напруга (U2 – U1), яка виникає в момент t1 

– реакція (U2–U1)h(t–t1); 
- в момент t = t2 з’являється постійна напруга (-U2), реакція від якої – 

(-U2)h(t–t2).  
Таким чином, для t2 < t < ∞ 
 
 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 1 1 2 2 2,x t U h t U U h t t U h t t t t= + − − − − > . (9.3) 

 
9.2 Розрахунок перехідних процесів при довільних вхідних  

сигналах з використанням перехідної характеристики 
 

Такий підхід до визначення реакції кола на східчасте діяння дозволяє 
розглядати перехідний процес при будь-яких складних діяннях. 

Розглянемо знаходження реакції кола, перехідна характеристика h(t) 
якого відома, при вмиканні його до джерела напруги u(t) довільної форми 
(рис. 9.3) при нульових початкових умовах. 

 
 

 

 

 

 

 

 
 

Рисунок 9.3 

Виберемо деякий довільний фіксований момент спостереження t і 
розрахуємо реакцію (струм або напругу) до цього часу. Не дивлячись на те, 
що момент вибирається довільно, він фіксується і стає постійною величи-
ною – параметром. В зв’язку з цим вводиться нове позначення змінного 
часу τ, який змінюється в межах 0 < τ < t. 

Подамо прикладену напругу у вигляді східчастого діяння (рис. 9.3), ко-

ли через однакові проміжки часу 
n
t

=τ∆  додаються сходинки напруги ku∆  

(n відповідає числу сходинок, за допомогою яких подається вихідне 
діяння). 



61 

Діяння сходинок на коло описуємо з допомогою одиничних функцій. 
На проміжку часу 0 < t < Δτ реакція кола від дії напруги ( ) ( )tu 10 , тобто від 
нульової сходинки, яка наближено заміняє напругу на цьому проміжку, 

 
 ( ) ( ) ( )0 ;x t u h t≈  

на проміжку Δτ < t < 2Δτ додається реакція від напруги ( )τ∆∆ −tu 11 , тобто 
від першої сходинки 
 

 1( ) (0) ( ) ( );x t u h t u h t τ≈ + ∆ − ∆  

на проміжку 2Δτ < t < 3Δτ додається реакція від напруги ( )τ∆∆ 212 −tu , 
тобто від другої сходинки 
 

 );2t(hu)t(hu)t(h)0(u)t(x 21 τ−+τ−+≈ ∆∆∆∆  
 
на проміжку часу n Δτ < t < (n+1) Δτ додається реакція від напруги 

( )τ∆∆ nt1un − , тобто від дії n-ої сходинки 
 

)nt(hnu...)kt(hku...)2t(h2u)t(h1u)t(h)0(u)t(x τ−++τ−++τ−+τ−+≈ ∆∆∆∆∆∆∆∆

 
або 

 ( ) (0) ( ) ( )
1

n
x t u h t u h t kk

k
τ≈ + ∆ − ∆∑

=
. (9.4) 

 
Вираз (9.4) дає наближено значення реакції кола x(t), оскільки справж-

ня крива x(t) замінена східчастими діяннями. 
Для одержання точного значення реакції кола спрямовуємо Δτ до 

нескінченно малої величини dτ. 
Тоді 

.k

,d)(uuu /k
k

τ→τ

ττ→τ
τ

=

∆

∆
∆
∆

∆

 
 
Сума в (9.4) перетворюється на інтеграл з межами інтегрування від ну-

ля до t, тобто 

 /

0
( ) (0) ( ) ( ) ( )

t
x t u h t u t h t dτ τ= + −∫ . (9.5) 

 

Вираз (9.5) називають інтегралом накладання або інтегралом Дюамеля. 
Приклад. Визначити закон зміни напруги на ємності в колі (рис. 9.4) 

при дії експоненційної напруги   

( ) .tu t Ue β− ⋅=  
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Рисунок 9.4 
 
Перехідна характеристика цього кола для напруги на ємності 
 

( ) te1th α−−= ; 
RC
1

=α . 

 
Визначимо всі величини, які входять в інтеграл Дюамеля (9.5). 
 

 ( ) /
/

( )

(0) ; ( ) ;

(1 ) 1 .t

u U u Ue Ue

h e

β τ β τ

α τ

τ β

τ

− ⋅ − ⋅

− −
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Відмітимо, що змінною інтегрування в (9.5) є змінна τ, тому t при зна-
ходженні інтеграла розглядається як стала величина. Підставимо одержані 
величини в (9.5) 

 

 

( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )( )

( ).UeUeU1Ue1Ue

UeUeUUeUeU

1eUeUUee1U

e1Ue1eUe1U

deee1Ue1U

deedeUe1U

de1Uee1Utu

tttt

tt
tt

t
t

tt

t

0

t
t

t

t

0

t

t

0

tt

t

0

tt
t

0

tt

t

0

ttt
C

α−β−α−β−

α−β−
β−α−

β−α
α−

β−α−

τβ−αα−
β−

α−

τβ−αα−β−α−

τ−α−β−β−α−

τ−α−β−α−

−
β−α

α
=








β−α

β
+−








β−α

β
+=

=
β−α

β
−

β−α
β

+−+−=

=−
β−α

β
+−+−=

=







β−α

β+







β

+
β−

β−−=

=









−








β−

β−−=

=





 −β−−=

=−β−+−=

∫

∫∫

∫

τ

ττ

τ

 
 

Якщо прикладена напруга не може бути описана одним аналітичним 
виразом (рис. 9.5) 
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то реакцію кола слід визначити для кожного інтервалу часу, де діє 
відповідна напруга. 
 
 

 

 

 

 

 
 
 
 

 
Рисунок 9.5 

 
Для 0< t < t1 

 
∫ ττ−τ+=
t

0
11 .d)t(h)(u)t(h)0(u)t(x /

 
 
При визначенні реакції кола на інтервалі t1 < t < t2  враховуємо такі об-

ставини: 
- продовжує діяти реакція кола на напругу u1(t), яка існує до моменту 

часу t1, тому верхня межа цього інтеграла буде t1; 
- при визначенні реакції від напруги u2(t) слід мати на увазі, що ця на-

пруга діє на коло з моменту часу t1, тому нижня межа даного інтервалу t1; 
- в момент t1 вхідна напруга стрибком змінюється від ( )11 tu  до ( )12 tu , 

тому цей стрибок враховується при визначенні реакції як дія постійної на-
пруги ( ( )12 tu – ( )11 tu )  в момент t1.  

Таким чином для t1 < t < t2 
 

 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )∫∫ ττ−τ+−−+ττ−τ+=

t

t
211112

t

0
11
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/
1

/ .dthutthtutudthuth0utx
 

 
Для часу t > t2 враховується стрибок напруги (0– ( )22 tu ) в момент t2 і 

перестає діяти в цей же момент напруга ( )tu2 .  
Для t > t2 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )

( ) ( ) ( )( ) ( )

/

/

1

1 1 2 1 1 1 1
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2
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9.3 Розрахунок перехідних процесів при довільних діяннях з  
використанням імпульсної функції 

 
Знайдемо вираз, з допомогою міркувань, аналогічних проведеним в 

п.9.2 для знаходження реакції кола від дії напруги довільної форми з вико-
ристанням імпульсної характеристики. В цьому випадку задане діяння 
розбиваємо на п прямокутних імпульсів (рис. 9.6) шириною Δτ  і висотою 
uk. Площа будь-якого імпульсу uk × Δτ. 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 9.6 
 

Реакція кола від дії окремого k-го імпульсу визначається як добуток 
площі імпульсу на імпульсну характеристику, яка зміщена на kΔτ, тобто 

 
 ( )k kx u g t kτ τ∆ = ∆ ⋅ − ∆ . (9.6) 

 
Реакція кола від заданого діяння в момент часу t наближено подається 

як сума реакцій від дії n імпульсів. 
 

 
n

k 1
( ) ( )kx t u g t kτ τ

=

≅ ∆ ⋅ − ∆∑ .  (9.7) 

 
При Δτ → dτ сума перетворюється на інтеграл, kΔτ → τ, дискретні зна-

чення uk стають неперервними миттєвими значеннями u(τ), тому 
 

 
0

( ) ( ) ( )
t

x t u g t dτ τ τ= −∫ . (9.8) 

 
Приклад. Визначимо напругу на ємності через імпульсну характери-

стику для кола (див. рис. 9.4) при вхідній напрузі u(t) = Ue t⋅β− . 
Знайдемо імпульсну характеристику кола для напруги на ємності. 
Напруга на ємності в операторній формі 
 

 
1RCs
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+
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Передатна функція кола і, отже, зображення імпульсної характеристики 

1RCs
1)s(G)s(K
+

==
. 

 
Оригінал цього зображення 
 

 
t

RC
1

e
RC
1)t(g

⋅−
=

. 
 

Якщо позначити 
RC
1

=α , то ( ) tetg αα −= . 

Підставляємо всі дані в (9.8), одержуємо 
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При розв’язанні задачі (див. рис. 9.4) з використанням інтеграла Дюа-

меля, записаного через імпульсну характеристику (9.8) стрибки напруги в 
моменти t1 і t2 враховуються самими функціями u1(t) і u2(t) безпосередньо 
при інтегруванні, тобто. 

Для 0 < t < t1 

.d)t(g)(u)t(x
t

0
1 ττ−τ= ∫

 
Для t1 < t < t2 

.d)t(g)(ud)t(g)(u)t(x
t

t
2

t

0
1

1

1

ττ−τ+ττ−τ= ∫∫
 

Для t > t2 
1 2

1

1 2
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .
t t

t

x t u g t d u g t dτ τ τ τ τ τ= − + −∫ ∫  

 
Контрольні питання  

1. Як записується інтеграл Дюамеля з використанням перехідної хара-
кетристики? 

2. Як записується інтеграл Дюамеля з використанням вагової характе-
ристики? 

3. Як розрахувати перехідний процес за допомогою інтеграла Дюаме-
ля, якщо прикладена напруга не може бути описана одним аналітичним 
виразом? 
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ЛЕКЦІЯ № 10  
СПЕКТРАЛЬНИЙ МЕТОД РОЗРАХУНКУ ПЕРЕХІДНИХ  

ПРОЦЕСІВ 
 
 

10.1 Розрахунок перехідних процесів методом періодизації  
неперіодичних діянь 

 
В попередній лекції розглянуто використання перехідних та імпульс-

них характеристик для розрахунку перехідних процесів. Суть такого під-
ходу полягає в тому, що довільне діяння спочатку подається в вигляді суми 
стандартних діянь – східчастих або імпульсних. Знаходиться реакція кола 
на кожне діяння та, згідно з принципом накладання знаходиться наближе-
не значення реакції *як сума знайдених реакцій від кожного діяння. Точ-
ний розв’язок визначається граничним переходом при спрямуванні інтер-
валу між окремими діяннями до нескінченно малої величини, при цьому 
сума переходить в інтеграл. 

Подібний засіб можна використовувати, якщо взяти за стандартне ді-
яння синусоїдну функцію, тобто зовнішнє діяння подати у вигляді суми 
синусоїдних діянь. Наближене значення реакції кола можна знаходити як 
суму реакцій від кожного синусоїдного діяння, а після для знаходження 
точного розв’язку провести граничний перехід. 

Складність полягає в тому, що якщо діяння неперіодичне, то його не 
можна подати рядом Фур’є, проте якщо діяння є функцією ( )tf1 , яка діє 
тільки на деякому проміжку часу (рис. 10.1), то її можна продовжити як 
періодичну. 

 
 
 

 
 
 
 
 

Рисунок 10.1 
 

При цьому необхідно врахувати такі обставини. Після закінчення діяння 
в момент t = t1. реакція кола має тільки вільну складову, яка з перебігом часу 
в лінійних колах прямує до нуля. Як відомо, практична довжина 
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перехідного процесу дорівнює (4÷5)τmax, тобто вважається, що до цього часу 
всі вільні складові перетворюються на нуль. Таким чином, якщо прийняти  
Т > (t1+(4÷5)τmax), то до початку дії наступного імпульсу перехідний процес 
від дії першого імпульсу закінчується і не впливає на реакцію кола від дру-
гого імпульсу. 

Отже, реакція кола теж буде періодичною, при цьому закон зміни 
реакції кола за перший період буде близьким до справжнього перехідного 
процесу. Такий процес «періодизації» зовнішнього діяння вносить деяку 
похибку до розрахунку передусім через те, що при практичному розра-
хунку враховується кінцеве число гармонік і, крім того, за час Т 
перехідний процес все-таки не закінчується. Однак такий підхід дає 
задовільні результати. 

 
10.2 Спектри періодичних і неперіодичних функцій 

 
Як відомо, будь-яка періодична функція, яка задовольняє умови 

Діріхле, може бути подана в вигляді нескінченного ряду синусоїдних і 
косинусоїдних функцій 
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де коефіцієнти ряду Фур’є визначаються за виразами 
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В (10.1) постійна складова записана 
2

0Α  для того, щоб у виразах (10.2) 

перед інтегралами був один і той самий множник 
1T

2 , а частота першої 

гармоніки позначена 1ω . 
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Запишемо ряд (10.1) в комплексній формі. Для цього врахуємо, що 
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 (10.3) 

і перепишемо (10.1) у вигляді 
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 (10.4) 

 
В другій складовій (10.4) замінимо k на (-k). В цьому випадку 
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При заміні k на (-k) в другій сумі (10.4) межами суми будуть (-1) і (- ∞), 

тому (10.4) записується у вигляді 
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В останньому ряді під знаком суми знаходяться одні і ті ж вирази, тому 

дві останні складові можна записати у вигляді однієї суми з межами зна-
ходження суми від (-∞) до (+∞) без одного члена при k=0. Визначимо зна-
чення Аk і Bk при k=0. Із (10.2) випливає, що при k=0  Ak = A0, Bk = 0 , тому 
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2
jBA 0

0k

kk =
−

=

. Отже, якщо першу складову підставити під знак суми, то 
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A jBf t e ω
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−
= ∑  (10.5) 
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Позначимо κϕ==
− j

kk
kk eCC

2
jBA  і назовемо цю величину комплексною 

амплітудою ряду Фур’є. Із (10.1) видно, що 
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Отже, 
 1( ) .jk t

k
k

f t C e ω
∞

=−∞

= ∑  (10.7) 

 
Закон розподілу амплітуд гармонічних складових Ck, залежно від час-

тоти, називають спектром амплітуд або амплітудно-частотним спектром. 
Закон розподілу початкових фаз κϕ  комплексних амплітуд називають 
спектром фаз або фазово-частотним спектром функції ( )tf . 

 
 

 

 

 
 

 
Рисунок 10.2 

 
Для періодичної функції ( )tf , яка зображена на рис. 10.2, амплітудно-

частотний спектр зображений на рис. 10.3, а; а фазово-частотний – на 
рис.10.3, б при Т1 = 4τ. 

 

 
 

 

 
 

 
Рисунок 10.3 
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Як видно з рисунків, спектри періодичних функцій являють собою ряд 
окремих ліній, тому такі спектри називають лінійними або дискретними. 

Амплітудний і фазовий спектри повністю визначають періодичну 
функцію. 

Виконаємо перехід до неперіодичної функції. Для цієї мети будемо 

збільшувати її період. Оскільки 
1

π
=ω
Τ
2

1 , то при збільшенні 1T  частота 1ω  

зменшується, зменшується й інтервал між сусідніми частотами, отже, 
лінійний спектр стає все більш стає густим (рис. 10.4). 

 

 
Рисунок 10.4 

 
Оскільки, згідно з (10.7), амплітуда Ck також зменшується (T1 в знамен-

нику), на рис. 10.4 показані величини Ck Т1, які залишаються незмінними 
при збільшенні Т1. 

Коли Т1 прямує до нескінченності, різниця між сусідніми частотами 
( ) 11 ωωω∆ kk −+= 1  стає безмежно малою величиною dω частот ω, а ком-

плексна амплітуда стає безмежно малою величиною. 
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π
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Спектр неперіодичної функції (T1 → ∞) стає неперервним або 
суцільним (див. рис. 10.4, в), а функцію 

 

 ( ) ( )
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j tdF j f t e dtωωω
π

∞
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−∞

= ∫  (10.9) 

 
називають спектральною характеристикою або спектром функції. 

Враховуючи (10.8) і (10.9), а також ту обставину, що при граничному 
переході, коли (T1 → ∞) сума в (10.7) переходить на інтеграл, можна запи-
сати 
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Інтегральні перетворення (10.9) і (10.10) називають, відповідно, пря-

мим (10.9) і оберненим (10.10) перетворюваннями Фур’є. 
Таким чином, неперіодична функція подається безмежно великим чис-

лом гармонічних складових безмежно малої амплітуди ( )ωjdC , частоти 
яких відрізняються одна від одної на безмежно малу величину dω. 

Вираз (10.9) дозволяє знайти спектральну характеристику функції f(t), а 
вираз (10.10) дає можливість знайти функцію часу f(t) за її відомою  спек-
тральною характеристикою. 

Якщо функція f(t)=0 при t < 0, що, зазвичай, має місце при розгляді 
періодичних процесів, то (10.9) можна записати в вигляді 

 

 
0

( ) ( ) .j tF j f t e d tωω ω
∞

−= ∫  (10.11) 

 
Таке перетворення називають одностороннім.  
Легко виявити зв’язок одностороннього перетворення Фур’є з перетво-

реннями Лапласа, якщо формально замінити s на jω. Така заміна дещо 
звужує коло функцій, які можна піддати перетворенню Фур’є, оскільки 
необхідною умовою такого перетворення, крім умов Діріхле, є абсолютна 
інтегровність функції f(t), тобто 

 

 
0

( ) ,f t dt M
∞

≤∫  (10.12) 

 
де М – число з кінцевим значенням. 
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Рисунок 10.5 

Подання неперіодичних функцій у вигляді сукупності гармонічних 
коливань дозволяє розраховувати перехідні процеси в лінійних електрич-
них колах, використовуючи методи розрахунку усталених синусоїдних 
процесів. 

 
10.3 Використання перетворення Фур’є до розрахунку перехідних 

процесів 
 
Припустимо, що деяке лінійне коло (рис. 10.5), яке має комплексний 

вхідний опір Z(jω), вмикається в момент t = 0 при нульових початкових 
умовах до джерела напруги e(t). 

Визначивши спектральну характеристику 
вхідного діяння за (10.10) і позначивши її 
через E(jω), можна знайти спектральну ха-
рактеристику вхідного струму 
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де Y(jω) – комплексна провідність двопо-
люсника. 

Використовуючи обернене перетворення Фур’є, можна знайти оригінал 
струму 

 

 
.de)j(Y)j(E

2
1de)j(I

2
1)t(i tjtj ∫∫

∞

∞−

ω
∞

∞−

ω ωωω
π

=ωω
π

=
 

 
Знаходження останнього інтеграла не завжди просте, тому вираз (10.10) 

часто подають в іншій формі. 
Запишемо спектральну характеристику (10.9) у вигляді 
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Як вказувалося раніше, для всіх практично існуючих в теорії кіл 

сигналів, f(t)=0 при t < 0, тому 
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Останні вирази показують, що функція F1(ω) парна, бо F1(ω) = F1(-ω), а 
функція F2(ω) непарна, оскільки F2(ω) = - F2(-ω). Враховуючи (10.15), 
запишемо (10.10) у вигляді 
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Другий інтеграл в останньому виразі має дорівнювати нулю, оскільки 

функція f(t) не має уявної складової, тому 
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2
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Вираз під інтегралом в (10.16) відносно змінної ω є парною функцією, 

оскільки добуток двох парних функцій ( ) tcosF ωω1 є парною функцією, а 
добуток двох непарних функцій ( ) tsinF ωω2 є теж парною функцією. 

Внаслідок цього в інтегралі (10.16) можна прийняти межі інтегрування 
від 0 до ∞, а результат подвоїти, тобто 
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Було прийнято, що ( )tf =0 при t < 0, тому 
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 (10.18) 

 

Звідси 
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Таким чином, функцію часу можна визначити, якщо відома тільки 
дійсна частина спектральної характеристики. 

Вираз (10.20) також не завжди можна визначити аналітично, але при-
ведення задачі до визначення інтеграла (10.20) робить зручним розрахунок 
наближеними методами. Особливо це зручно, коли характеристика F(ω) 
задана в табличній формі або графічно. 

В такому випадку ні один із методів, крім частотного, не дає 
задовільних результатів. 

 

Контрольні питання  
1. В чому суть методу періодизації неперіодичних вхідних сигналів? 
2.Яким має бути умовний період неперіодичного вхідного сигналу для 

застосування методу періодизації неперіодичних вхідних сигналів? 
3. Яким критеріям мають відповідати функції, щоб їх можна було роз-

класти у ряд Фур’є? 
4.Що таке умови Діріхле? 
5. Що таке амплітудний і фазний спектри функції? Як вони отримуються? 
6. Як можна застосувати перетворення Фур’є до розрахунку перехідних 

процесів? 
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ЛЕКЦІЯ № 11 
ПОНЯТТЯ НЕЛІНІЙНИХ ЕЛЕКТРИЧНИХ ТА ЕЛЕКТРОННИХ КІЛ 

 
 

11.1 Основні поняття та означення 
 
Електричні кола, які вивчають в курсі теорії електричних та електрон-

них кіл, поділяють на лінійні та нелінійні.  
Лінійні електричні кола складаються тільки з лінійних елементів, для 

яких відповідні параметри їх опорів R, індуктивностей L і ємностей С ма-
ють певні й сталі значення, а між електричними та магнітними величинами 
на цих елементах існують лінійні пропорційні зв’язки 

 
;
;
.

u R i
L i

q C u
ψ
= ⋅

 = ⋅
 = ⋅

 (11.1) 

Нелінійними колами називаються електричні кола, до складу яких вхо-
дить хоча б один нелінійний елемент. Параметри нелінійних елементів не є 
сталими величинами, а залежать, явно чи опосередковано, або від струму, 
що через ці елементи проходить, або від прикладених до них напруг, або 
від зовнішніх умов роботи. Тому залежності між електричними та 
магнітними величинами для нелінійних елементів є більш складними і в 
загальному випадку їх можна подати у вигляді функціональних зв’язків 
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 (11.2) 

які називаються характеристиками нелінійних елементів. Такі характери-
стики зазвичай визначають експериментально й подають графічно, у таб-
личний спосіб або аналітичними виразами. 

Електричні властивості нелінійного резистивного елемента задає вольт-
амперна характеристика u = f(i). 

Характеристику нелінійного індуктивного елемента називають вебер-
амперною характеристикою, оскільки та встановлює зв’язок між потокоз-
чепленням котушки індуктивності та її електричним струмом ψ = f (i). 

Нелінійна ємність характеризується кулон-вольтною характеристикою, 
яка задає зв’язок між накопиченим на електродах електричним зарядом і 
прикладеною напругою q = f(u). 

Загальні позначення нелінійних елементів (опорів, ємностей, 
індуктивностей) в електричних схемах показано на рис. 11.1. Окремі з 
нелінійних елементів мають власні умовні графічні позначення, які 
обумовлені існуючою нормативною документацією. 
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Рисунок 11.1 
 

Нелінійні елементи електричного кола за виглядом їх характеристики 
поділяють на такі, що мають: 

- симетричну відносно початку координат характеристику (рис. 11.2, в, 
г), для якої виконується рівність y(x) = -y(-x), або несиметричну (рис. 11.2, 
а, б), якщо така рівність не виконується; 

- монотонну, коли похідна 
dx
dy  завжди додатна і не змінює свого знака 

будь-де в межах всієї характеристики (рис. 11.2, б, в, г), та немонотонну 
(рис. 11.2, д), якщо ця похідна на окремих ділянках характеристики 
набуває від’ємного знака; 

- однозначну, коли кожному значенню змінної x відповідає одне і 
тільки одне значення y (рис. 11.2, в), і неоднозначну, якщо одному значен-
ню змінної x можуть відповідати декілька значень змінної y (рис. 11.2, е). 

Окрім наведеної класифікації нелінійні елементи можуть бути керова-
ними та некерованими. 

Керованими нелінійними елементами є такі елементи електричного ко-
ла, характеристики яких залежать від деякої фізичної величини, яку нази-
вають керівною. Керівними можуть бути напруга, струм, температура, 
тиск, освітленість тощо. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Рисунок 11.2 
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Кожен з керованих нелінійних елементів має сімейство характеристик, 
що визначені за деяких різних заданих сталих значень керівної величини. 
На рис. 11.3 наведено приклад такого сімейства характеристик  
y = f(x, k), де k – керівна фізична величина. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 11.3 
 
Для кожної точки нелінійної характеристики вводять поняття статич-

ного та динамічного (диференціального) параметрів. 
Так, статичним опором нелінійного резистивного елемента в точці а 

(рис. 11.4, а) називають відношення визначених в даній точці постійної на-
пруги Ua нелінійного елемента і його постійного струму Ia. 

 

 .a
a

a

UR
I

=  (11.3) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 11.4 
 
Відповідно для статичної індуктивності та статичної ємності 

співвідношення носять аналогічний характер. 
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Статичні параметри пропорційні тангенсу кута між віссю абсцис і пря-

мою, проведеною через початок координат та задану поточну точку. На-
приклад, для точки а цим кутом буде кут α1, а для точки б – кут α2 (див. 
рис. 11.4, а). 

Для опору віссю ординат має слугувати вісь напруг, для індуктивності 
– вісь потокозчеплень, а для ємності – вісь зарядів. 

Статичні параметри залежать від положення точки, яка характеризує 
поточний стан елемента, і є завжди додатною. 

Динамічним (диференціальним) опором нелінійного резистивного еле-
мента називають відношення малого приросту напруги в точці а до 
відповідного приросту струму в цій же точці за умови, що останній прямує 
до нуля, тобто 
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Аналогічно 
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Динамічні параметри пропорційні тангенсу кута нахилу дотичної в 
заданій точці до осі абсцис. Так, на рис. 11.4, б для точки а таким кутом є 
кут β1, для точки б – кут β2. 

Динамічні параметри можуть набувати як додатного знака (наприклад, 
точка б на рис. 11.4, б), так і від’ємного – на ділянках спаду характеристи-
ки (точка а на тому ж рисунку). 

Електромагнітні процеси в нелінійних електричних колах, порівняно з 
лінійними, є більш складними й різноманітними. 

Назвемо деякі явища, які притаманні виключно нелінійним колам, 
спостерігати їх в лінійних колах неможливо в принципі: 

- під час дії на коло синусоїдного сигналу реакція кола може бути не-
синусоїдною функцією від часу, що дозволяє здійснювати перетворення 
частоти або випрямлення змінної напруги; 
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- за зміни рівня вхідної напруги або величини навантаження в широко-
му діапазоні величина напруги або струму в навантаженні можуть залиша-
тися практично незмінними. В цьому випадку здійснюється стабілізація 
вихідної напруги або струму; 

- за дії на вході кола джерела постійної напруги на виході кола 
з’являється періодична напруга різної форми, тобто можливе виникнення 
автоколивань; 

- за наявності різних початкових умов для того самого кола можуть іс-
нувати різні усталені режими; 

- під час плавної зміни величини вхідної напруги або струму можлива 
стрибкоподібна зміна величини вихідної напруги або струму. 

Наведений перелік можливостей нелінійних кіл далеко не повний, але і 
він дає змогу зрозуміти чому нелінійні кола знайшли широке застосування 
в електротехніці, радіоелектроніці, автоматиці та обчислювальній техніці. 

Разом з тим, нелінійність характеристик елементів приводить до того, 
що електромагнітні процеси в нелінійних колах описуються нелінійними 
алгебраїчними або диференціальними рівняннями. Ще однією надзвичайно 
важливою властивістю нелінійних електричних кіл є неможливість засто-
сування щодо них принципу накладання. 

Тому аналіз процесів в нелінійних колах зазвичай проводять наближе-
ними методами, оскільки на сьогодні не існує яких-небудь загальних при-
йомів аналітичного розв’язування нелінійних алгебраїчних та диференціа-
льних рівнянь. 

 
11.2 Аналітичне подання характеристик нелінійних елементів 

 
Як було сказано, характеристики нелінійних елементів зазвичай пода-

ють у вигляді таблиць або графіків, які були отримані експериментально. 
Для аналітичних методів розрахунку нелінійні характеристики мають бути 
подані аналітичними виразами. Однак практично таке подання може бути 
тільки наближеним і тільки для окремої ділянки характеристики. 

Звичайно, що точність наближення буде зростати, якщо тільки усклад-
нювати аналітичний вираз характеристики. Однак це, в свою чергу, приз-
водить до ускладнень під час розв’язування математичних рівнянь, що 
описують процеси в нелінійних електричних колах. Тому на практиці під 
час аналізу нелінійного кола необхідно вибирати, з одного боку, між скла-
дністю подання аналітичної функції нелінійної характеристики, а з іншого 
– точністю її наближення.  

Оцінюючи точність наближення, потрібно мати на увазі, що певні по-
хибки з’являються вже на етапі експериментального визначення характе-
ристики через нестабільність параметрів та характеристик елементів елек-
тричного кола під час його роботи. Таким чином, у всіх випадках бажано, 
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щоб апроксимація (аналітичний опис) нелінійної характеристики, була, по 
можливості, більш точною та охоплювала всі її своєрідні якості. 

В той же час, необхідно, щоб апроксимувальний вираз не був склад-
ним. 

Виконання цих суперечливих вимог суттєво залежить від виду апрок-
симувальних функцій. Останніми можуть бути такі функції, як степеневі 
поліноми, експоненціальні поліноми, гіперболічні функції тощо. На вибір 
тієї чи іншої функції суттєво впливає вигляд конкретної характеристики 
нелінійного елемента. 

Розглянемо деякі методи апроксимації нелінійної характеристики 
різними функціями. 

 
Метод інтерполяції 

Суть методу інтерполяції полягає в такому.  
Нехай задано нелінійну характеристику (рис. 11.5), яку необхідно ап-

роксимувати степеневим поліномом 
 

 2 3
1 2 3 ... ,n

ny a x a x a x a x= + + + +  (11.7) 
 
тобто визначити невідомі коефіцієнти a1, a2, a3, …, an. 
Ці коефіцієнти розраховують з умови збігу значень апроксимувального 

полінома (11.7) та значень, які отримані за характеристикою в заданих чи 
наперед вибраних точках (рис. 11.5). Число вибраних точок характеристи-
ки має дорівнювати числу невідомих коефіцієнтів. 

Якщо n = 3, то вибирають три точки 1, 2, 3, для яких з характеристики 
визначають значення x1, y1, x2, y2, x3, y3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 11.5 
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Підставивши значення xi, уі в (11.7), одержують систему лінійних 
рівнянь для знаходження а1, а2, а3. 

 

 

2 3
1 1 2 1 3 1 1

2 3
1 2 2 2 3 2 2

2 3
1 3 2 3 3 3 3

;

;

.

a x a x a x y

a x a x a x y

a x a x a x y

 + + =


+ + =
 + + =

 (11.8) 

Недолік цього методу полягає в тому, що в проміжних точках похибка 
не контролюється й у деяких випадках може бути доволі великою, однак у 
вибраних точках апроксимувальний поліном (11.7) та характеристика да-
ють значення, які збігаються абсолютно. 

 
Метод найменших квадратів 

Розглянемо метод найменших квадратів на прикладі апроксимації ха-
рактеристики степеневим поліномом 

 
 2 3

1 2 3 .y a x a x a x= + +  (11.9) 
 
В цьому випадку кількість точок на характеристиці можна вибрати 

більше, аніж степінь полінома. Нехай їх буде m, тобто x1, x2, x3, …, xm. 
Цей метод не вимагає абсолютного збігу значень апроксимувальної 

функції зі значеннями ординат характеристики нелінійного елемента у 
вибраних точках, тому для кожної точки аргумента х буде існувати деяка 
похибка між значеннями функції у, що були отримані за виразом (11.9), та 
значеннями уi, взятими безпосередньо з нелінійної характеристики. Ця по-
хибка для довільного і-го аргумента дорівнює 

 
 2 3

1 2 3( ).i i i i iy a x a x a xε = − + +  (11.10) 
 
Піднесемо похибку εі до квадрата, додамо всі квадрати похибки 
 

 2 2

1
,

m

i
i

ε ε
=

=∑  (11.11) 

 
та накладемо умову мінімуму для цієї суми квадратів похибки, що дозво-
лить визначити коефіцієнти а1, а2 і а3. З цією метою прирівняємо до нуля 
часткові похідні від ε2 за коефіцієнтами а1, а2 і а3. 
 

 
2 2 2

1 2 3

0, 0, 0.
a a a
ε ε ε∂ ∂ ∂

= = =
∂ ∂ ∂

 (11.12) 

 
Для полінома третього степеня детально розписані рівняння (11.12) 

мають вигляд 
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 (11.13) 

 
Після деяких перетворень одержимо 
 

 

2 3 3
1 2 3

1 1 1 1

3 4 5 2
1 2 3

1 1 1 1

4 5 6 3
1 2 3

1 1 1 1

;

;

m m m m

i i i i i
i i i i
m m m m

i i i i i
i i i i
m m m m

i i i i i
i i i i

a x a x a x x y

a x a x a x x y

a x a x a x x y

= = = =

= = = =

= = = =


+ + =




+ + =



+ + =


∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑ ∑

 (11.14) 

 
Система (11.14) дає можливість знайти невідомі коефіцієнти полінома. 
 

Метод кусково-лінійної апроксимації 
За методом кусково-лінійнійної апроксимації нелінійну характеристику 

на окремих ділянках замінюють прямолінійними відрізками. Означену 
заміну можна реалізувати за допомогою графічних побудов, як це, наприк-
лад, показано на рис 11.6. Точність апроксимації залежатиме від кількості 
лінійних ділянок на заданому проміжку. Така кусково-лінійна заміна ха-
рактеристики повністю визначається координатами (xk, yk) точок перелому, 
які задають межі між суміжними проміжками. Початкова (x0, y0) та кінцева 
(xn, yn) точки позначають робочу ділянку характеристики і не є точками 
перелому. 

 
 

Рисунок 11.6 
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Рівняння відрізка прямої k-ої лінійної ділянки між двома сусідніми то-
чками перелому (xk, yk) та (xk+1, yk+1) можна записати як 

 

 .
xx

xx
yy

yy

k1k

k

k1k

k

−
−

=
−
−

++

 

 
Після перетворення 
 

 1 1

1 1

.k k k k k
k k

k k k k

y y y x y xy x a x b
x x x x

+ +

+ +

− −
= + = +

− −
 (11.15) 

 
де ak – кутовий коефіцієнт прямої; bk – ордината точки перетину прямої з 
віссю у. 

Перевага кусково-лінійної апроксимації полягає в тому, що на кожному 
проміжку нелінійний елемент розглядається як лінійний і для аналізу тако-
го кола на цих проміжках можна використовувати апарат теорії лінійних 
електричних кіл. 
 

Контрольні питання  
1.Які елементи електричного кола називаються нелнелінійними? 
2.Що називається керованим нелінійним елементом? Наведіть приклад. 
3.Що таке статичний опір нелінічного резистивного елемента? Як він 

визначається? 
4.Що таке динамічний опір нелінічного резистивного елемента? Як він 

визначається? 
5.Чи може статичний опір лелінійного елемента набувати від’ємних 

значень? А динамічний? 
6.Які Ви знаєте методи аналітичної апроксимації характеристик нелі-

нійних елементів? 
7.У чому полягає суть методу інтерполяції? 
8.У чому полягає суть методу найменших квадратів? 
9.У чому полягає суть методу кучково0лінійної апроксимації? 
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Рисунок 12.1 

ЛЕКЦІЯ № 12  
ГРАФІЧНІ МЕТОДИ РОЗРАХУНКУ НЕЛІНІЙНИХ КІЛ 

 
 

Під час розрахунку графічними методами характеристики нелінійних і 
лінійних елементів електричного кола подаються графічно, а розв’язок за-
дачі шукається за допомогою відповідних графічних побудов.  

Надалі будемо вважати, що характеристики нелінійних елементів є 
відомими. 

 
12.1 Найпростіші схеми з’єднання нелінійних опорів 

 
Розглянемо спочатку випадок, коли елек-

тричне коло складається з джерела постійної 
напруги та тільки одного нелінійного елемента 
(рис. 12.1). 

Назовемо таке коло початковим. 
Вольт-амперну характеристику нелінійного 

резистивного елемента показано на рис. 12.2.  
Оскільки електрична напруга джерела U = E 

безпосередньо прикладена до нелінійного елеме-
нта, то за допомогою його вольт-амперної харак-
теристики відразу ж можна визначити струм I, 

що проходить через цей елемент (рис. 12.2). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 12.2 

 
Точку P на вольт-амперній характеристиці нелінійного резистивного 

елемента (рис. 12.2) називають робочою точкою. Вона визначає струм і на-
пругу на нелінійному елементі в заданому робочому режимі. 
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Рисунок 12.3 

Нехай тепер електричне коло має два нелінійних елементи: 1 і 2, 
з’єднаних між собою послідовно (рис. 12.3). 

Вольт-амперні характеристики обох нелі-
нійних опорів показано на рис. 12.4.  

Задану схему можна привести до 
початкової, якщо ці два послідовно з’єднані 
опори замінити одним також з нелінійною 
вольт-амперною характеристикою, яку одер-
жують методом додавання характеристик 
першого й другого опорів.  

Оскільки опори з’єднані послідовно і через 
них проходить той самий електричний струм, 
то для знаходження підсумкової вольт-

амперної характеристики еквівалентного опору необхідно задатися послі-
довністю точок, які відповідають різним можливим значенням струму i1, i2, 
i3, … та ik, після чого окремо для кожного з цих струмів знайти значення 
напруг на обох нелінійних елементах і скласти їх між собою, як того вима-
гає другий закон Кірхгофа. 

У такий спосіб визначають абсциси точок характеристики 
еквівалентного опору для відповідних значень ординат (рис. 12.4).  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 12.4 
 
Наприклад, для струму ik точку d отримано додаванням двох відрізків: 

ab, який відповідає напрузі на другому опорі, та ac, що в заданій системі 
координат є напругою на першому опорі. 

Тоді шуканий електричний струм I знаходять безпосередньо за підсум-
ковою вольт-амперною характеристикою (умовно її позначено 1+2 на 
рис. 12.4) еквівалентного опору за напруги U = E (точка P). Напруги U1 і 
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Рисунок 12.5 

U2 на кожному з двох опорів визначають абсцисами точок перетину їх 
власних вольт-амперних характеристик з горизонтальною прямою, що 
проходить через робочу точку P (див. рис. 12.4). 

Вищенаведений метод є графічною інтерпретацією розв’язання 
нелінійного математичного рівняння, складеного за другим законом 
Кірхгофа, 

 
 ,Euu 21 =+  

 
де u1 = f1(i) та u2 = f2(i) є вольт-амперними характеристиками нелінійних 
резистивних елементів. 

Коли до складу електричного кола входить декілька послідовно 
з’єднаних опорів, серед яких можуть бути і лінійні, то точки загальної ха-
рактеристики знаходять додаванням напруг на всіх елементах за однакових 
значень струму. 

Якщо опори з’єднані паралельно (рис. 12.5), то загальна характеристи-
ка кола визначається шляхом додавання характеристик паралельно 
з’єднаних опорів за довільно заданих однакових значень напруг u1, u2, u3, 
… та uk (рис. 12.6). 

Це пояснюється дією двох чинників, пер-
шим з яких є перший закон Кірхгофа, 
внаслідок чого підсумковий (вхідний) струм 
має дорівнювати сумі струмів, що проходять 
паралельними вітками, а другим чинником є 
те, що до паралельних віток прикладена та са-
ма електрична напруга. 

Потім  за  заданим  значенням,  наприклад,  
вхідного струму І на загальній характеристиці 
кола знаходять прикладену до опорів напругу 

U = E, а струми через опори 1 та 2 визначають за відповідними характери-
стиками нелінійних опорів (рис. 12.6). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 12.6 
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Рисунок 12.7 

За змішаного з’єднання опорів (рис. 12.7) загальну характеристику 
електричного кола отримують шляхом його поступового спрощення і по-
будови для окремих ділянок за вищеописаними методиками допоміжних 
підсумкових вольт-амперних характеристик. Кінцевою метою таких 
еквівалентних перетворень є початкове коло (див. рис. 12.1) і загальна ха-
рактеристика його еквівалентного нелінійного опору. 

Отже, наприклад, для кола, наве-
деного на рис. 12.7, спочатку 
необхідно визначити характеристику 
еквівалентного опору, яким 
заміщають ділянку кола між вузлами 
а і b. Оскільки опори 2 та 3 з’єднані 
паралельно, то ця характеристика 
знаходиться шляхом додавання ор-
динат характеристик 2 і 3 за умови 
довільно заданих однакових абсцис 

u1, u2, u3, … та uk. На рис. 12.8 умовно криву отриманої у такий спосіб ха-
рактеристики позначено як 2 + 3. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 12.8 

Загальна ж характеристика всього кола знаходиться додаванням абсцис 
характеристик 1 і (2 + 3) за довільно заданих однакових значень ординат i1, 
i2, i3, … та ik, оскільки з’єднання є послідовним. Одержану характеристику 
наведено на рис. 12.8, її умовно позначено як криву 1 + (2 + 3). 

Тоді, як видно з рисунка, безпосередньо на загальній характеристиці за 
заданої вхідної напруги U = E визначають вхідний струм I1 та положення 
робочої точки P цієї характеристики. Перетин прямої PK з характеристи-
кою 2 + 3 (точка P*) дає напругу Uab, за якої за допомогою характеристик 2 
і 3 одержують відповідно електричні струми I2 й I3.  
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12.2 Метод еквівалентного генератора 
 

Якщо в складному електричному колі є тільки один нелінійний елемент 
(рис. 12.9, а), то всю лінійну ділянку цього кола зручно подати еквівалентним 
генератором з е.р.с. Eекв і внутрішнім опором rекв (рис. 12.9, б). 

 
 

 
 
 
 
 
 

Рисунок 12.9 
 
За такої еквівалентної заміни схема набуває простого вигляду і може 

бути легко розрахована у графічний спосіб.  
Для знаходження струму iн в отриманому еквівалентному колі 

(рис. 12.9, б) використаємо дещо інший графічний метод, ніж той, який був 
наведений вище. 

Для цього розв’яжемо у графічний спосіб нелінійну систему з двох 
рівнянь, перше з яких складене за другим законом Кірхгофа, а друге являє 
собою вольт-амперну характеристику нелінійного резистивного елемента 
(рис. 12.10), 

 
;

( ).
екв н н екв

н н

r i u E
i f u

+ =
 =

 (12.1) 

 
Перепишемо перше рівняння (12.1) відносно струму iн. 
 

 ,екв н
н

екв екв

E ui
r r

= −  (12.2) 

 
і побудуємо графік цієї функції в системі координат вольт-амперної харак-
теристики нелінійного опору 
 

 ( ).н нi f u=  
 
Рівняння (12.2) є рівнянням прямої лінії, тому для її побудови в системі 

координат потрібно знати положення лише двох точок. Координати цих 
точок визначаємо з тих умов, що за струму iн = 0 напруга uн = Eекв, як це 

випливає з (12.2), а за напруги uн = 0 струм 
екв

екв
н r

Ei = . 
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Рисунок 12.10 
 
Точка перетину двох графіків (точка Р на рис. 12.10), кожний з яких за-

дано окремим рівнянням нелінійної системи (12.1), дає її графічний 
розв’язок. Тому координати Iн і Uн робочої точки Р є шуканими значення-
ми струму iн та напруги uн на нелінійному опорі в заданому та 
еквівалентному електричних колах (рис. 12.9).   

 
12.3 Метод двох вузлів 
 
Метод двох вузлів застосовують для графічного розрахунку електрич-

ного кола, яке нараховує тільки два вузли, наприклад, як це показано на 
рис. 12.11. За такої умови кількість віток в електричному колі може бути 
необмеженою, як необмеженою може бути і кількість елементів (джерел 
електричної енергії, лінійних та нелінійних опорів тощо), що входять до 
його складу. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 12.11 

Нехай характеристики нелінійних опорів задано у вигляді графіків 
(рис 12.12), що показують функціональні залежності струмів від напруг на 
цих елементах ik = fk(uk). 

Для розв’язання задачі методом двох вузлів потрібно задатися у вітках 
додатними напрямками струмів і побудувати в єдиній системі координат 
залежності цих струмів від спільної напруги, якою є напруга між вузлами а 
і b, тобто ik = fk(uab). 
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Рисунок 12.12 
 

Так, за обраного напрямку струму I1 для першої вітки маємо 
 

 1 1.abu u E= −  (12.3) 
 
Вираз (12.3) показує, що будь-якому значенню напруги u1 на першому 

нелінійному опорі відповідає значення напруги uab, яке зменшене на E1, 
тому кожна точка вольт-амперної характеристики опору під час переходу 
до напруги uab зміщується по осі абсцис вліво на величину Е1 (рис. 12.13). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 12.13 
 

Для третьої вітки 
 3 3,abu u E= +  (12.4) 

тому всі точки її характеристики i3 = f3(u3) будуть зміщені вправо на вели-
чину Е3 відносно графіка i3 = f(u3). 

Графік вольт-амперної характеристики другої вітки i2 = f2(u2) збігається 
з графіком i2 = f(u2), оскільки uab = u2 (рис. 12.13). 
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Таким чином, для методу двох вузлів можна сформулювати загальне 
правило побудови характеристик віток за вольт-амперними характеристи-
ками опорів. 

Якщо дія е.р.с. Ek у вітці збігається за напрямом зі струмом цієї вітки, 
то характеристика самої вітки має бути зміщеною відносно вольт-амперної 
характеристики k-го опора на величину Ek в напрямку від’ємних значень. 
Коли ж дія е.р.с. Ek спрямована назустріч струму Ik, характеристика вітки 
зміщується в сторону додатних значень на ту ж величину Ek. 

Для визначення струмів побудуємо в цій же системі координат ще одну 
криву – графік функції 

 

 1 2 3 ( ),abi i i i f u= + + =  (12.5) 
 
(див. рис. 12.13), який отримаємо у графічний спосіб шляхом складання 
значень ординат (струмів) перших трьох графіків за довільно заданих зна-
чень абсцис (напруг). 

Оскільки для вузла a (див. рис. 12.11) має виконуватися перший закон 
Кірхгофа, то вочевидь, що точка перетину кривої (12.5) з віссю абсцис 
(точка P на рис. 12.13) і буде графічним розв’язком нелінійного рівняння 

 

 .0iii)u(f 321ab =++=  
 
Як видно з рис. 12.13, за розташуванням точки P безпосередньо можна 

визначити напругу Uab, а вже за цією напругою, скориставшись вольт-
амперними характеристиками самих віток, – і електричні струми I1, I2, I3. 

Як бачимо, в нашому випадку напруга Uab буде від’ємною. Сказане 
стосується і електричних струмів I2 та I3. 

Однією з основних операцій наведеного методу двох вузлів була побу-
дова підсумкових характеристик віток, до складу яких входять джерела 
е.р.с.  

 
Контрольні питання  

1. Як побудувати еквівалентну ВАХ для послідовного з’єднання? 
2. Як побудувати еквівалентну ВАХ для паралельного з’єднання? 
3.Чи можна у нелінійних колах виконувати еквівалентні аналітичні пе-

ретворення елементів кола, якщо при цьому нелінійні елементи не зачіпа-
ються? 

4.Чи можна до частини схеми, що замінюється еквівалентним генера-
тором, вносити нелінійні елементи? 

5.Для кола якої структури можна застосувати метод двох вузлів? 
6.Чи можна застосовувати графічні методи розрахунку для кола, щ міс-

тить нелінійний елемент з від’ємним динамічним опором? 
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ЛЕКЦІЯ № 13  
ГРАФОАНАЛІТИЧНИЙ ТА АНАЛІТИЧНИЙ  
МЕТОДИ РОЗРАХУНКУ НЕЛІНІЙНИХ КІЛ 

 
 

13.1 Графоаналітичний метод: метод лінеаризації 
 
До графоаналітичних методів відносять комбіновані методи розрахун-

ку нелінійних електричних кіл, в яких розв’язок задачі шукається перева-
жно аналітично, але в поєднанні з відповідними графічними побудовами. 

Розглянемо електричне коло з одним нелінійним резистивним елемен-
том (рис. 13.1), характеристика якого зображена на рис. 13.2. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 13.1 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 13.2 
 
Припустимо, що робоча точка P знаходиться на ділянці ab вольт-

амперної характеристики. Замінимо цю криволінійну ділянку прямою ліні-
єю, яка, як видно з рис. 13.2, проходить через точки a та b і перетинає вісь 
абсцис в деякій точці E0. 

Практично така заміна означає, що нелінійний опір заміщується віт-
кою, до складу якої входять два елементи: лінійний опір r0 і е.р.с. Е0. Ос-
тання має бути направлена назустріч струму I, оскільки характеристика 
цієї вітки зміщена вправо відносно точки початку координат. 
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Таким чином, отримано лінійне електричне коло, схема якого наведена 
на рис. 13.3.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 13.3 
 
Величина е.р.с. Е0 визначається у графічний спосіб безпосередньо з ри-

сунка вольт-амперної характеристики (рис. 13.3), а опір r0 можна розраху-
вати за виразом 

 1 0
0

1

,U Er
I
−

=  (13.1) 

 
при цьому точка Pʹ вибирається довільно. 

Для такого лінеаризованого кола легко визначити струм за законом 
Ома 

 0

0

,E EI
r r
−

=
+

 (13.2) 

 
що є основною перевагою даного методу, який називають методом 
лінеаризації. 

Після визначення струму І потрібно перевірити чи знаходиться знайде-
ний струм в межах ділянки ab характеристики. Якщо так, то розрахунок 
закінчено, в протилежному ж випадку необхідно вибрати нову ділянку 
лінеаризації кривої і повторити розрахунок. 

До недоліків цього методу відносять деяку неточність результатів роз-
рахунку. Це пояснюється заміщенням реальної нелінійної ділянки вольт-
амперної характеристики прямолінійною наближеною, що призводить до 
зміщення робочої точки з P в Pʹ (див. рис. 13.2). 

Для розрахунку електричного кола з кількома нелінійними елементами 
підхід подібний: кожен із нелінійних елементів замінюється віткою, що 
має складатися з лінійного опору rk та е.р.с. Ek. Отриману лінійну схему 
заміщення аналізують аналітично відомими з теорії лінійних кіл методами, 
а всі знайдені значення струмів перевіряються на відповідність їх лінеари-
зованим ділянкам характеристик. 
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13.2 Аналітичний метод 
 

При використанні аналітичного методу вольт-амперні характеристики 
подають аналітично у вигляді функціональних залежностей.  

Нехай, наприклад, характеристику нелінійного опору електричного ко-
ла, наведеного на рис. 13.2, задано співвідношенням 

 
 2 3

1 н 2 3 .н нi a u a u a u= + +  (13.3) 
 
Складемо рівняння за другим законом Кірхгофа 
 

 E.нri u+ =  (13.4) 
 
З врахуванням (13.3) отримаємо 
 

 2 3
1 н 2 3 .н н нa ru a ru a ru u E+ + + =  (13.5) 

 
Розв’язуючи це нелінійне алгебраїчне рівняння, знаходимо напругу 

uн на нелінійному опорі, а скориставшись формулою (13.3) – шуканий 
струм i.  

Розв’язок задачі і в цьому випадку одержуємо наближено, оскільки не-
лінійне алгебраїчне рівняння майже завжди розв’язується числовими мето-
дами. 

Одним із простих та ефективних числових методів наближеного 
розв’язування нелінійних алгебраїчних рівнянь є метод Ньютона - Раф-
сона. 

Нехай маємо нелінійне алгебраїчне рівняння 
 

 ( ) 0.f x =  (13.6) 
 
Припустимо, що значення x0 – нульове наближення розв’язку рівняння 

(13.6). 
Позначимо наступний наближений розв’язок 
 

 1 0 ,x x h= +  (13.7) 

де h – поправка до нульового наближення. 
Підставимо (13.7) в (13.6) та розкладемо функцію у ряд Тейлора, обме-

жившись двома першими членами розкладу 
 

 1 0 0 0( ) ( ) ( ) ( ) 0.f x f x h f x hf x′= + = + ≈  (13.8) 
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Звідси 
0

0

( ) ,
( )

f xh
f x

=
′

 

 
де fʹ(x0) – значення похідної функції f(x) при x = x0. 

Відповідно до (13.8) 
 

 0
1 0

0

( ) .
( )

f xx x
f x

= −
′

 (13.9) 

 
Продовжимо знаходити наступні наближення і для k+1-го наближення 

отримаємо 
 

 1
( ) .
( )

k
k k

k

f xx x
f x+ = −
′

 (13.10) 

 
Ітераційний процес припиняють тоді, коли із заздалегідь заданою 

точністю буде виконуватися умова 
 

 1 .k kx x+ ≈  
 

Контрольні питання  
1.Як вибираються межі діапазону лінійної апроксимації при застосу-

ванні графоаналітичного методу? 
2.Яким чином у графоаналітичному методі знаходиться значення лі-

нійного опору, шо вводиться у коло замість нелінійного елемента? 
3.Яким чином у графоаналітичному методі знаходиться значення е.р.с., 

що вводиться у коло замість нелінійного елемента? 
4.Що необхідно зрабити, якщо у гафоаналітичному методі після завер-

шення розрахунку виявилося, що значення струму нелінійного елемента 
знаходиться поза межами вибраного діапазону лінеаризації? 

5.У чому полягає аналітичний метод розрахунку нелінійних електрич-
них кіл? 

6.Які Ви знаєте методи аналітичної апроксимації характеристик нелі-
нійних елементів? 

7.У яких випадках для розрахунку нелінійних електричних кіл аналіти-
чним методом потрібно використовувати числові методи розрахунку лі-
нійнх рівнянь? 

8.Чому при використанні числових методів розрахунку лінійних рів-
нянь неможливо отримати точний розв’язок? 
  



96 

ЛЕКЦІЯ № 14  
ФІЗИЧНІ ОСНОВИ НАПІВПРОВІДНИКОВОЇ ТЕХНІКИ 

 
14.1 Поняття напівпровідника та його фізичних властивостей 
 
З курсу фізики відомо, що всі речовини утворені атомами, які склада-

ються з додатно заряджених ядер і від’ємно заряджених електронів, які 
обертаються навколо них. Ядра складаються з електрично нейтральних 
нейтронів і додатно заряджених протонів. Кількість протонів в ядрі визна-
чає його заряд. Електрони, що обертаються навколо ядра у нормальному 
стані, утворюють електронну оболонку атома, в результаті чого атом є еле-
ктронейтральним. Узагальнена модель атома (модель Резерфорда-Бора) 
наведена на рис. 14.1. 

Електрон
Протон

Нейтрон
Ядро атома

 
Рисунок 14.1 

 
Електрони обертаються навколо ядер по орбітах і згруповані у відпові-

дні шари, що мають строго визначену енергію. Електрони найбільш відда-
леної орбіти мають найбільшу енергію і називаються валентними. Під 
впливом енергії тепла, світла, радіації чи інших зовнішніх факторів вален-
тні електрони можуть одержати енергію і перейти на більш віддалену від 
ядра орбіту, тобто стати збудженими. В разі одержання електроном енергії, 
що перевищує роботу виходу, він покидає поверхню речовини. 

В кристалах виникає взаємодія між сусідніми атомами, що приводить 
до розщеплення енергетичних рівнів електронів і утворення енергетичних 
зон. Сукупність енергетичних рівнів найбільш віддалених валентних елек-
тронів утворює валентну зону. Дозволені, але не зайняті електронами ене-
ргетичні рівні, називаються зоною провідності або вільною зоною. Між ва-
лентною зоною і зоною провідності може находитись заборонена зона. 
Якщо в зону провідності потрапляють збуджені електрони валентної зони, 
то це буде забезпечувати провідність речовини. Зонна структура речовин 
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пояснює різницю між провідниками, напівпровідниками і діелектриками. 
На рис. 14.2 показані енергетичні зони для цих речовин. Характерною осо-
бливістю провідників є те, що у них валентна зона (ВЗ) і зона провідності 
(ЗП) перекриваються (рис. 14.2). Валентні електрони легко переходять у 
вільну зону (зону провідності), що і забезпечує їх хорошу провідність уже 
при температурі абсолютного нуля (-273,15 0С). Діелектрики і напівпрові-
дники відрізняються від провідників присутністю у них між ВЗ і ЗП ще за-
бороненої зони (ЗЗ), у якій не можуть находитись електрони. З точки зору 
зонної теорії діелектрики і напівпровідники відрізняються поміж собою 
шириною ЗЗ (WЗЗ). До діелектриків (рис. 14,2, б) відносять матеріали, у 
яких WЗЗ > 6 еВ (електрон−вольт). Напівпровідникові матеріали, що зна-
ходять технічне використання, мають WЗЗ = (0,1÷3) еВ (рис. 14.2, в). 
Кремній має WЗЗ(Si) = 1,12 еВ, а германій – WЗЗ(Ge) =0,72 еВ. 

 

Рисунок 14.2 
 

Для виготовлення напівпровідникових приладів використовуються як 
прості (германій, кремній, селен), так і складні (арсенід галію, фосфід га-
лію) матеріали. 

Розглянемо структуру напівпровідників на прикладі кремнію (Si), що є 
елементом IV групи таблиці Менделєєва. Кристалічні ґратки кремнію яв-
ляють собою правильний тетраедр, у вузлах якого розміщені атоми на від-
стані ≈ 2,4•10-10 см один від іншого. Зв’язок між атомами здійснюється за 
допомогою ковалентних (подвійних) зв’язків чотиривалентних електронів 
(рис. 14.3, а). При температурі абсолютного нуля напівпровідникові вільні 
електрони відсутні, і якщо помістити такий напівпровідник в електричне 
поле, то буде відсутній і електричний струм. 

Внаслідок дії температури чи інших чинників енергія деяких валентних 
електронів зростає. Внаслідок цього вони розривають ковалентні зв’язки і 
стають вільними. Атом, якого залишив електрон, перетворюється в пози-
тивно заряджений іон. Цей позитивний заряд умовно приписується розір-
ваному ковалентному зв’язку, який називають діркою (зображена круж-
ком, рис. 14.3, б). 

 
                  а)                                                б)                                          в) 
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Рисунок 14.3 
 

Якщо помістити такий напівпровідник в електричне поле, то виникне 
направлений рух електронів і дірок, тобто електричний струм. Таку прові-
дність хімічно чистих напівпровідників називають власною. Вона забезпе-
чується в однаковій мірі дірками та електронами. 

 
14.2 Домішкові напівпровідники 
 
Процес внесення домішок до вихідного напівпровідника називають ле-

гуванням. Як домішки використовують елементи ІІІ групи (In – індій, Ga – 
галій, В –бор) або V групи (Sb – сурма, As – миш’як, P – фосфор) таблиці 
Менделєєва. Елементи ІІІ групи називають акцепторними, а V – донорни-
ми домішками. Якщо деякі атоми кремнію замістити акцепторною доміш-
кою (наприклад, тривалентним індієм), то з одним із атомів кремнію атом 
індію буде зв’язаний тільки за рахунок атому кремнію, тому що In має 
тільки три валентних електронів, а сусідів в кристалі у нього чотири (рис. 
14.4, а). В цьому випадку енергетичні рівні валентних електронів індію бу-
дуть знаходитись у забороненій зоні кремнію поблизу його валентної зони 
(рис. 14.4, б). Енергетичні рівні індію не будуть перетворюватись в енерге-
тичну зону через значну віддаленість їх між собою (один атом індію при-
падає на 106–107 атомів кремнію). Між енергетичним рівнем індію і вале-
нтною зоною кремнію має місце заборонена зона wa≈ 0,1 еВ. Енергетичні 
рівні індію при температурі абсолютного нуля будуть вільні від електро-
нів. В разі підвищення температури енергія валентних електронів кремнію 
зростає. При її величині більшій wa збуджені валентні електрони кремнію 
переходять на валентні рівні індію, а атоми кремнію перетворюються в по-
зитивно заряджені іони, тобто у валентній зоні кремнію з’являться дірки. 
При більш високих температурах розриваються ковалентні зв’язки крем-
нію, що спричиняє появу додатково однакової кількості дірок у валентній 
зоні і електронів у зоні провідності кремнію.  

 
                         а)                                                           б) 
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Рисунок 14.4 

 
Таким чином, у напівпровідника з акцепторною домішкою (рис. 14.4, в) 

кількість дірок (pp) буде більшою ніж електронів (np), що забезпечує, в ос-
новному, його діркову провідність. Дірки при цьому називаються основ-
ними носіями а електрони – неосновними. Напівпровідник з дірковою про-
відністю називають напівпровідником p-типу. Якщо до кремнію ввести 
атоми п’ятивалентного елемента (наприклад, As − миш’яку), то чотири йо-
го валентних електронів будуть взаємодіяти з сусідніми атомами кремнію, 
а п’ятий – буде обертатися навколо атому миш’яку (рис. 14.5, а). Валентні 
електрони п’ятивалентної домішки утворюють у верхній частині забороне-
ної зони кремнію енергетичний рівень, який утворює з зоною провідності 
кремнію заборонену зону wа ≈ 0,1 еВ (рис. 14.5, б).  

Рисунок 14.5 
 
Такий зв’язок значно слабкіший ніж ковалентний, тому уже при неве-

ликих температурах цей зв’язок розривається, і електрони донорної домі-
шки (миш’яку) стають вільними, тобто переходять у зону провідності кре-
мнію. При більш високих температурах валентні електрони кремнію, в разі 
збільшення їх енергії на величину >Wзз, переходять у зону провідності, 
тобто у валентній зоні кремнію з’являються дірки, а у зоні провідності − 
така ж кількість електронів (рис. 14.5 в). Таким чином, у напівпровідників 
з донорними домішками кількість вільних електронів (nn) буде значно бі-

 
а)                                             б)                                        в) 

 
                  а)                                            б)                                             в) 
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льшою, ніж кількість дірок (pn) (nn»pn), що зумовлює їх в основному елек-
тронну провідність. Електрони через це називаються основними носіями 
зарядів, а дірки – неосновними. Домішкові напівпровідники з переважно 
електронною провідністю називаються напівпровідниками n-типу. 

 
14.3 Явище p-n переходу та його властивості. 

 
Якщо два напівпровідники з різними типами провідності привести до 

контакту, то на межі їх розділу буде мати місце різниця концентрації віль-
них носіїв зарядів одного знака (рис. 14.6), тобто pp>>pn і nn>>np. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
Рисунок 14.6 

 
За рахунок дифузії електрони з n області, де їх концентрація вища, бу-

дуть переміщуватись в область p, де їх концентрація нижча, рекомбінуючи 
там з дірками. Дірки р області, навпаки, будуть переходити в область n, ре-
комбінуючи там з електронами. В результаті таких переміщень на межі 
поділу напівпровідників в n області залишаються позитивно заряджені іо-
ни (атоми п’ятивалентних домішок, що втратили електрон), а в області p – 
негативно заряджені іони акцепторних домішок, які придбали електрони. 
Треба мати на увазі, що іони є нерухомі. Таким чином, дифузія основних 
носіїв заряду приводить до створення примежового шару l (p-n-переходу), 
одна сторона якого заряжена негативно (p-область), а інша – позитивно (n-
область). Різниця потенціалів, створена цими зарядами, називається конта-
ктною різницею потенціалів або потенціальним бар’єром UK (рис. 14.6 ). 
Цей бар’єр спричиняє гальмівну дію для основних і пришвидшувальну − 
для неосновних носіїв зарядів. Внутрішнє поле переходу забезпечує одна-
ковість потоків носіїв зарядів в обох напрямках, тобто рівність нулю сума-
рного струму через p-n перехід в разі відсутності зовнішнього електрично-
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го поля. Електрони, що приходять до p-n переходу з боку n-області, відш-
товхуються від’ємними іонами, а дірки р-області – позитивними іонами. 
Таким чином, p-n переходом будемо називати область на межі поділу двох 
напівпровідників з різними типами провідності, яка має відповідної шири-
ни ділянку, збіднену рухомими носіями, потенціальний бар’єр і значний 
внутрішній опір. Якщо концентрація домішок в р- і n- областях різна, то p-
n перехід буде більш глибоко проникати в ту область, концентрація домі-
шок в якої менше, тобто ln ≠ lp. Величина потенціального бар’єра UК за-
лежить від співвідношення концентрації носіїв зарядів одного знака по 
обидва боки переходу і визначається співвідношенням  

 

 ( ) ( ) / / ,К t P n pt nU ln p p ln n nϕ ϕ= =  (14.1) 

 
де φt= КТ/q – тепловий потенціал,  

К – стала Больцмана,  
Т – температура в градусах Кельвіна,  
Q − заряд електрона.  
У випадку,  коли Т=2930 К (кімнатна температура), φt=0,026 еВ. Потен-

ціальний бар’єр UК для кремнієвих напівпровідників має величину UК(Si) = 
0,7÷0,8 еВ, для германієвих UК(Ge) = 0,3÷0,4 еВ, а їх ширина – частки оди-
ниці мкм. 

 
Контрольні питання  

1.Що таке напівпровідники? Чим вони відрізняються від провідників та 
діелектриків? 

2.Що таке валентна зона? Для яких типів речовин вона характерна? 
3. Що таке заборонена зона? Для яких типів речовин вона характерна? 
4.Що таке зона провідності? Для яких типів речовин вона характерна? 
5.Що таке власна провідність напівпровідника? 
6.Для чого у напівпровідники вводяться домішки? Як це впливає на їх 

фізичні властивості? 
7.Який тип домішок називається акцепторним? 
8.Який тип домішок називається донорним? 
9.У чому різниця між напівпровідниками р-типу та n-типу? 
10. Що називається p-n переходом? 
11. Що таке потенціальний бар’єр? Чому він виникає та як визначається? 
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ЛЕКЦІЯ № 15 
НАПІВПРОВІДНИКОВІ ДІОДИ 

 
 

15.1 Вольт-амперна характеристика p-n переходу. 
 

Розглянемо вплив на p-n перехід зовнішньої напруги. Якщо до p-n пе-
реходу підвести зовнішню напругу, полярність якої направлена назустріч 
контактній різниці потенціалів переходу (рис. 15.1, а), то дірки р-області, 
відштовхуючись від додатного потенціалу зовнішнього джерела, набли-
жаються до p-n переходу.  

 
Рисунок 15.1 

 
Це приводить до часткової рекомендації з негативними іонами акцеп-

торної домішки і звуження p-n переходу з боку р-області. Аналогічно, еле-
ктрони n-області, зміщуючись під впливом негативного полюсу зовнішньої 
напруги до p-n переходу, рекомбінують з додатними іонами донорної до-
мішки звужують p-n перехід з боку n-області. Потенціальний бар’єр p-n 
переходу зменшується, що приводить збільшення дифузійних переміщень 
через нього основних носіїв зарядів. Через p-n перехід та у зовнішньому 
колі виникає струм, який називається прямим струмом Іпр p-n переходу, а 
зовнішня напруга з розглянутою полярністю – прямою напругою Uпр. Як-
що змінити полярність зовнішнього джерела напруги на протилежну (в 
цьому разі напругу будемо називати зворотною Uзв), то основні носії заря-
дів (дірки p-області і електрони n-області) будуть притягуватись до відпо-
відних полюсів зовнішнього джерела напруги (рис. 15.1, б). Це приведе до 
розширення p-n переходу і збільшення його потенційного бар’єру на вели-
чину зовнішньої напруги. Неосновні носії зарядів (електрони p-області і 
дірки n-області) будуть відштовхуватись від полюсів зовнішнього джерела 

        
                            а)                                                              б) 
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напруги і зміщуватися до p-n переходу. Поле p-n переходу чинить на неос-
новні носії зарядів притягувану дію, а тому вони цим полем (дрейфовим 
способом) будуть переміщуватись через перехід і зумовлювати через p-n 
перехід і у зовнішньому колі струм, який називається зворотним струмом 
Ізв. Таким чином, зворотний струм є струмом неосновних носіїв, які, як ві-
домо, в основному виникають під дією температури. Тому зворотний 
струм ще називають тепловим. Струм через p-n перехід визначається зале-
жністю 

 

 0 1 ,
ЗН

t

U

p nI I e φ
±

−

 
= −  

 
 (15.1) 

 
де І0 – зворотний струм насичення, 

«+» − відповідає прямій зовнішній напрузі, а «−» – зворотній, 
Φt – тепловий потенціал. 

На рис. 15.2 наведені вольт-амперні характеристики (ВАХ) p-n перехо-
ду, побудовані згідно з вищеподаним виразом для різних зовнішніх темпе-
ратур. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 15.2 
 
Як відомо, прямий струм p-n переходу утворюється основними носія-

ми, а зворотний – неосновними. Через те, що концентрація основних носіїв 
заряду на декілька порядків перевищує концентрацію неосновних носіїв, 
прямий струм на декілька порядків більший, ніж зворотний. Цим зумов-
люються вентильні властивості p-n переходу. 

Пробій p-n переходу. Під пробоєм p-n переходу розуміють явище різко-
го збільшення струму через перехід. Залежно від причин, які спричиняють 
зростання струму через p-n перехід, розрізняють тепловий і електричний 
пробої. Електричний пробій буває лавинним і тунельним. 

Тепловий пробій зумовлюється збільшенням числа носіїв заряду в p-n 
переході за рахунок їх термогенерації, якщо відведення тепла від переходу 
в навколишній простір в одиницю часу буде меншим, ніж його збільшення 
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під дією струму (рис. 15.3, гілка 1). Це приводить до надмірного розігріву 
p-n переходу та його розплавлення. Цей пробій є незворотним. 

 

 
Рисунок 15.3 

 
Лавинний пробій. Цей пробій зумовлений лавинним розмноженням но-

сіїв заряду у разі ударної іонізації атомів швидкими носіями. Сутність його 
у тому, що неосновні носії заряду у p-n переході під дією зворотної напру-
ги прискорюються полем і при русі в ньому зіштовхуються з атомами  кри-
сталічних ґраток. При відповідній напруженості електричного поля носії 
заряду набувають енергії, достатньої для вибивання валентних електронів, 
тобто для появи додаткових пар носіїв заряду – електронів і дірок. Ці заря-
ди, в свою чергу, прискорюються і в разі зіткнення з атомами також утво-
рюють додаткові носії заряду. Цей процес носить лавинний характер і мо-
же відбуватись у відносно широких p-n переходах. Збільшення струму пе-
реходу (збільшення рухомих носіїв заряду в p-n переході) приводить до 
зменшення його опору, внаслідок чого напруга на p-n переході залишаєть-
ся практично незмінною (гілка 2 на рис. 15.3). Цей процес буде зворотним, 
якщо зростання струму не спричинить накопиченню тепла в p-n переході. 
В разі порушення рівноваги між накопиченням тепла в p-n переході і його 
віддачею в навколишній простір настає тепловий пробій (пунктирна час-
тина гілки 2). 

Тунельний пробій. В основі тунельного пробою лежить явище безпосе-
реднього відриву валентних електронів від атомів кристалічних ґраток під 
впливом великого електричного поля. Утворені таким чином додаткові ді-
рки і електрони збільшують струм через p-n перехід. Тунельний пробій ві-
дбувається у вузьких p-n переходах, в яких при порівняно невеликій на-
прузі має місце висока напруженість електричного поля (рис. 15.3, гілка 3). 
В кремнієвих напівпровідниках тунельний пробій настає при напруженості 
UК≥4·105 В/см, а у германієвих − при UК≥2·105 В/см. Тунельний пробій є 
зворотним. 

Ємності p-n переходу. Зазвичай виділяють дві ємності: дифузійну і 
бар’єрну. Дифузійна ємність – це ємність прямо зміщеного p-n переходу 
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де φt – час життя неосновних носіїв заряду.  

Зворотно зміщений p-n перехід характеризується бар’єрною ємністю  
 

  ,о НП К
Б

ЗВ

Si UС
L U

ξ ξ⋅ ⋅
=  (15.3) 

 
де ξо і ξНП – відповідно, діелектрична проникність вакууму і напівпровід-
ника,  

Si – площа p-n переходу,  
L – ширина p-n переходу,  
UК – висота потенційного бар’єра,  
UЗВ – величина зворотної напруги. 

 
15.2 Напівпровідникові діоди загальног призначення 
 
Напівпровідниковим діодом називають напівпровідниковий прилад з 

одним p-n переходом і двома виводами.  
За функціональним призначенням, принципом створення p-n переходу і 

використання тих чи інших його властивостей діоди діляться на випрямні, 
імпульсні, високочастотні, стабілітрони, тунельні, варікапи, фотодіоди, 
світлодіоди та інші. Умовні позначення діодів на схемах наведені на  
рис. 15.4. Більшість діодів виконують на основі несиметричних p-n пере-
ходів. Вивід від p-області називають анодом, а від n-області – катодом. Ро-
зглянемо особливості будови, характеристики і параметри найбільш вжи-
ваних діодів. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 15.4 

Випрямні діоди призначені для випрямлення змінного струму низької 
частоти. Електронно-дірковий перехід має площинну конструкцію, щоб 
пропускати великі струми і виконується на високоомному матеріалі (для 

 
                 а)                                              б) 
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одержання великих зворотних напруг). Вони виконуються на основі неси-
метричних p-n переходів. Область з малою концентрацією домішок, яка 
називається базою, має опір rб = 1÷30 Ом, яка з’єднана послідовно з p-n пе-
реходом (рис. 15.4, а). Збільшення прямої напруги знижує висоту потенці-
ального бар’єра і він перестає впливати на величину прямого струму. Пря-
мий струм через діод буде визначатися лише величиною rб і лінійно зале-
жати від прямої напруги UПР, рис. 15.4, б. Цей відрізок ВАХ називається 
омічним і є робочим. 

Основними параметрами випрямних діодів є: 
 Іпр ср – максимальне значення прямого струму через діод; 
 Ізв − зворотний струм через діод при максимальній температурі; 
 Uпр − середнє значення спаду напруги на діоді при Іпр ср; 
 Uзв max – максимально допустима зворотна напруга. 

 
15.3 Напівпрові діоди спеціального призначення 
 

Стабілітрони 
Стабілітрон – це напівпровідниковий діод, робота якого базується на 

використанні явища електричного пробою p-n переходу. У низьковольтних 
стабілітронів (з малим опором бази) найбільш можливий тунельний про-
бій, а у стабілітронів з високоомною базою пробій має лавинний характер. 
На рис. 15.5 наведено умовне зображення стабілітрона та його вольт-
амперна характеристика. Основні параметри стабілітронів: Uст ном – номі-
нальна напруга стабілізації, Іст min – мінімальний струм стабілітрона,  
Іст ном – номінальний струм стабілітрона, Іст max – максимальний струм ста-
білітрона. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 15.5 
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Рисунок 15.6 

Фотодіоди 
Фотодіоди – це фотоелектричні прилади з одним p-n, параметри яких 

змінюються під дією квантів променевої енергії. Робота фотодіодів базу-
ється на явищі внутрішнього фотоефекту, сутність якого полягає в іонізації 
атомів кристалічних ґраток напівпровідника чи домішок у ньому квантами 
променевої енергії. В разі іонізації атомів вихідного напівпровідника гене-
руються електронно-діркові пари, які підвищують провідність напівпрові-
дника. Фотоефект виникає у разі перевищення енергією квантів світла ши-
рини забороненої зони. Фотодіод може працювати як із зовнішнім джере-
лом живлення (фотодіодний режим, або режим фотоперетворювача, рис. 
15.6, а), так і без нього (режим фотогенератора, рис. 15.6, б). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 15.6 
 

Світлодіоди 
Світлодіоди – це напівпровідникові прилади, які за рахунок процесів, 

що відбуваються в p-n переході при протіканні через нього прямого стру-
му, генерують оптичне випромінювання. Випромінювання відбувається 
через рекомбінацію носіїв заряду у високоомній області (базі). Неосновні 
носії заряду, які інжектуються з емітера, рекомбінують у базі з основними 
носіями заряду (переходять із зони провідності у валентну зону). При цьо-
му випромінюється вивільнена енергія у виглядів квантів світла. Довжина 
хвилі λ випромінювального світла однозначно визначається енергією кван-
та, яка приблизно дорівнює ширині забороненої зони напів-провідника. 
Колір випромінюваного світла залежить від довжини хвилі λ, яка залежить 

від матеріалу напівпровідника. Світлодіоди з арсеніду га-
лію (λ=0,9÷1,4 мкм) випромінюють інфрачервоне світло, з 
фосфіду галію (λ=0,7 мкм) – червоне, з карбіду кремнію 
(λ=0,53 мкм) – жовто-зелене. Умовне зображення світло-
діодів наведено на рис. 15.6. Світлодіоди широко викори-
стовуються як індикаторні прилади та швидкодійні дже-

рела світла (їх перемикання відбувається за 10-7÷10-9 с). 
  

           
а)                                              б) 
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Рисунок 15.7 

Варикапи 
Варикапом називають напівпровідниковий діод, приз-

начений для використання як керована електричною на-
пругою ємність. Умовне позначення варікапа на схемі на-
ведено на рис. 15.7. Варикап працює при оберненій напру-
зі, прикладеній до р-n переходу. Його ємність може змі-
нюватися в широких межах, а її значення визначають із 
виразу 
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де Cв(0) – ємність при нульовій напрузі на діоді;  
Uк – контактна різниця потенціалів;  
U – прикладена обернена напруга;  
n = 2 для різких переходів та n = 3 – для плавних. 

Основні параметри варікапів. 
 Загальна ємність Св – ємність, виміряна між виводами варікапа при 
заданій оберненій напрузі (десятки–сотні пФ). 
 Коефіцієнт перекриття за ємністю – відношення ємностей варікапа 
при двох заданих значеннях обернених напруг: К = Св.макс ∕ Cв.мін (де-
кілька одиниць–декілька десятків). 
 Опір втрат Rвтр – сумарний активний опір, який охоплює опори 
кристалу, контактних з’єднань та виводів варікапа. 
 Добротність Qв – відношення реактивного опору варікапа на зада-
ній частоті змінного сигналу (хс) до опору втрат (rвтр) при заданому 
значенні ємності або оберненої напруги: Qв = XC ∕ Rвтр (десятки–
сотні). 
 Температурний коефіцієнт ємності / ( )T C C Tα = ∆ ∆ ⋅  – від 2·10-4 
до 6·10-4 1∕ К. 

 
Контрольні питання  

1.Як розраховується дифузійна ємність p-n переходу? 
2.Як розраховується бар’єрна ємність p-n переходу? 
3.Як виглядає ВАХ напівпровідникового випрямного діода? 
4.В чому полягає особливість ВАХ стабілітрона? 
5.Що таке світлодіод? У чому його відмінність від випрямного діода? 
6.Що таке фотодіод? У чому його відмінність від випрямного діода? 
7.Що таке варікап? У чому його відмінність від випрямного діода? 
8.Як залежить ємність p-n переходу варікапа від прикладеної напруги? 

  

VD
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ЛЕКЦІЯ № 16 
БІПОЛЯРНІ ТРАНЗИСТОРИ 

 
 
16.1 Статичний режим роботи біполярного транзистора 

 
Біполярний транзистор – це тришарова структура n-p-n або p-n-p типу, 

яка має два p-n переходи і виводи від кожного шару. За послідовністю чер-
гування типу шарів біполярні транзистори поділяються на р-п-р транзис-
тори (рис. 16.1, а) та п-р-п транзистори (рис. 16.1, б). На цьому ж рисунку 
наведено умовні графічні зображення транзисторів на принципових елект-
ричних схемах та їх символьне позначення (VT). Шар, що є джерелом носі-
їв заряду (електронів або дірок), називається емітером (Е), шар, який зби-
рає заряди, називається колектором (К), а центральний шар − базою (Б). 
Назву біполярний транзистор має тому, що струм у ньому створюється 
двома типами носіїв заряду: дірками і електронами.  

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 16.1 
 
У будові емітера, бази і колектора є свої особливості. Виготовляючи 

транзистор, концентрацію основних носіїв в емітері (введенням домішки) 
роблять більшою ніж у колекторі, а концентрація основних носіїв у базі 
набагато менша, ніж в колекторі, а тим більш, ніж в емітері. Електронно-
дірковий перехід між емітером і базою називається емітерним, а між базою 
і колектором – колекторним. На умовному зображенні транзисторів емітер 
позначається стрілкою, яка завжди направлена від p області до n області. 
Шари напівпровідників утворюють два p-n переходи емітерний (Пе) і коле-
кторний (Пк). Полярність зовнішніх джерел вибирають такими, щоб еміте-
рний перехід був зміщений у прямому напрямку, а колекторний – у зворо-
тному. Це приводить до зменшення потенціального бар’єра емітерного пе-
реходу і збільшення потенціального бар’єра колекторного переходу. В ре-
зультаті зменшення бар’єра емітерного переходу відбувається дифузія ді-
рок з емітера в базу і електронів із бази в емітер. Електронною складовою 
дифузійного струму через емітерний перехід можна знехтувати, тому що 

 
                   а)                                      б) 



110 

pp>>nn. Таким чином, струм емітера Іе утворюється за рахунок дифузійного 
переміщення дірок через емітерний перехід. Під дією сил дифузії дірки ру-
хаються через базу в напрямку колектора, частково рекомбінують з елект-
ронами бази, утворюючи базовий струм Іб. Оскільки база є тонкою і має 
малу концентрацію домішок, то основна частина дірок, інжектованих емі-
тером, досягає колекторного переходу. Полем колекторного переходу, 
зміщеного у зворотному напрямку, дірки переміщуються у колекторний 
шар, створюючи колекторний струм Ік, тобто емітерний струм дорівнює 
сумі колекторного і базового струмів і їх зв’язок підпорядкований першо-
му закону Кірхгофа  

 
 .е к бІ І І= +  (16.1) 

 
Відношення колекторного струму Iк транзистора до емітерного струму 

Iе називається коефіцієнтом передачі струму емітера  
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е
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=  (16.2) 

 
Коефіцієнт α менший одиниці і знаходиться в межах 0,9 ... 0,999. 
Використовуючи наведені вирази можна визначити зв’язки між колек-

торним і базовим, а також емітерним і базовим струмами: 
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де β =α/(1-α) – коефіцієнт підсилення транзистора за струмом. 

Коефіцієнт підсилення струму бази транзисторів знаходиться у межах 
50...200. 

Присутність у базовій та колекторній областях власних неосновних но-
сіїв заряду, для яких зворотно зміщений перехід є прискорувальним, при-
водить до появи додаткової некерованої складової струму колектора Ік0. 
Оскільки основною причиною появи неосновних носіїв заряду є темпера-
тура, то цей струм ще називають тепловим. У базовому колі тепловий 
струм направлений назустріч базовому струму, що зменшує його величи-
ну. Таким чином, загальний струм колектора складається з керованої (βIб) і 
некерованої (теплової Ік0) складових Ік = β Iб + Ік0. Базовий струм з ураху-
ванням теплової складової буде дорівнювати  
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У транзисторах n-p-n типу назви і функції усіх трьох шарів аналогічні 
розглянутого p-n-p транзистора, змінюється тільки тип носіїв заряду і по-
лярність зовнішніх джерел живлення. 

Схеми вмикання транзисторів. Залежно від того, який електрод тран-
зистора є спільним для вхідного і вихідного кіл, транзистори у схемах мо-
жуть вмикатись трьома способами: за схемою зі спільною базою (СБ), за 
схемою зі спільним емітером (СЕ) та за схемою зі спільним колектором 
(СК), рис. 16.2. В подальшому будемо розглядати основну схему вмикання 
транзистора, схему зі спільним емітером. 

 
 
 
 
 
 
 
 

Рисунок 16.2 
 
Статичні характеристики транзистора. Транзистор, ввімкнений за 

будь-якою схемою (СК, СБ, СЕ), характеризується такими фізичними ве-
личинами: вхідна і вихідна напруги та вхідний і вихідний струми. Взає-
мозв’язок між цими величинами визначає сімейство вхідних і вихідних 
статичних вольт-амперних характеристик транзистора. Для схеми уві-
мкнення зі спільним емітером вхідна характеристика транзистора – це за-
лежність струму бази IБ від напруги база-емітер UБЕ, за умови що напруга 
між колектором і емітером незмінна (UКЕ = const), тобто  
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Сімейства вихідних характеристик транзистора − це залежність струму 

колектора Ік від напруги колектор-емітер UКЕ, за умови що струм бази не-
змінний (ІБ = const) 

 

 ( ) .КЕ
К

Б

U
І const

І
ϕ

= =  (16.7) 

 
Сімейства вхідних статичних характеристик наведені на рис. 16.3, а. В 

разі UКЕ = 0 вхідна характеристика відповідає прямій гілці вольт-амперної 
характеристики двох паралельно з’єднаних p-n переходів (емітерного і ко-
лекторного). За UКЕ ≠ 0 струм бази зменшується (характеристика зміщуєть-
ся вниз), що пояснюється зменшенням кількості рекомбінацій основних 
носіїв заряду в області бази.  
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Рисунок 16.4 

Вихідні характеристики транзистора у схемі зі СЕ (рис. 16.3, б) почи-
наються з початку координат. В разі UКЕ = 0 на колекторному переході є 
напруга UБЕ, яка зміщує його в прямому напрямку. З області колектора ін-
жектуються основні заряди у базу, що компенсує потік основних носіїв за-
ряду з емітера в колектор, тобто взаємно врівноважується потік носіїв че-
рез колекторний перехід і ІК = 0. При підвищенні напруги UКЕ пряма на-
пруга на колекторному переході спочатку знижується, зменшується інжек-
ція основних носіїв заряду через колекторний перехід і відповідно збіль-
шується колекторний струм. При збільшенні UКЕ до величини 0,5÷1,5 В, 
колекторний перехід зміщується у зворотному напрямку і подальше збіль-
шення колекторного струму відбувається в за рахунок модуляції бази зво-
ротно зміщеним колекторним переходом. В разі збільшення базового 
струму характеристики будуть зміщуватись в бік збільшення колекторного 
струму, тому що                 ІК= βIБ + ІК0. 

Рисунок 16.3 
 
16.2 Динамічний режим роботи біполярного транзистора 
 
У динамічному режимі роботи транзистора одночасно змінюються вхі-

дна і вихідна напруги та його вхідний і вихідний струми. Так, для схеми з 
СЕ вхідний (базовий) струм залежить від вхідної і ви-
хідної напруг одночасно, тобто динамічна вхідна хара-
ктеристика описується рівнянням ІБ = f(UБЕ)|UКЕ = var. 
Аналогічно, вихідна динамічна характеристика опису-
ється рівнянням ІК = φ(UКЕ)/ІБ = var. Динамічний ре-
жим має місце при вмиканні в колекторне коло резис-
тора RK (рис. 16.4). Відповідно до другого закону Кірх-
гофа, маємо ЕК = UКЕ + ІКRК. Пряма лінія, що опису-
ється цим рівнянням, називається навантажувальною 

 
                  а)                                                                   б) 
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прямою або вихідною динамічною характеристикою. На сімействі вихід-
них статичних характеристик транзистора навантажувальна пряма буду-
ється за двома точками (рис. 16.5): UКЕ = ЕК (якщо ІК = 0) і ІК = ЕК/RК (як-
що UКЕ = 0). Навантажувальна лінія і сімейство статичних характеристик 
транзистора визначають залежність колекторного струму від струму бази і 
напруги на колекторі за постійної величини е.р.с. джерела живлення та не-
змінного опору RК. Режим роботи транзистора визначається точкою пере-
тину навантажувальної лінії і статичних характеристик з відповідним базо-
вим струмом. Ця точка перетину називається робочою точкою. Залежно від 
її положення розрізняють три характерні області на динамічній характери-
стиці або три режими роботи транзистора. 

 

 
 

Рисунок 16.5 
 
Активний режим (робоча точка знаходиться в активній області), у яко-

му емітерний p-n перехід транзистора зміщений у прямому напрямі, а ко-
лекторний p-n перехід у зворотному. В такому режимі транзистор працює 
у схемах підсилювачів електричних сигналів. 

Режим насичення (робоча точка знаходиться в області насичення), у 
якому обидва p-n переходи транзистора зміщені у прямому напрямі. 

Режим відтинання (робоча точка знаходиться в області відтинання), у 
якому обидва p-n переходи зміщені у зворотному напрямі  

У режимах насичення і відтинання транзистор не має підсилення. Ці 
режими використовуються при роботі транзисторів в імпульсних схемах. 

Підсилювачі електричних сигналів. Підсилювачем називається елект-
ронний пристрій, призначений для підсилення інформативного параметра 
сигналу. Структура підсилювача наведена на рис. 16.6, а.  
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З точки зору теорії електричних кіл підсилювач – це активний чотири-
полюсник, що має два вхідних і два вихідний затискачі (полюси) і характе-
ризується вхідним Zвх і вихідним Zвих опорами (імпедансами). До вхідних 
затискачів приєднується джерело вхідного сигналу, а до вихідних – наван-
таження з опором Zн, рис. 16.6, б. 
 

Рисунок 16.6 
 
Процес підсилення вхідного сигналу здійснюється шляхом зміни опору 

транзистора, ввімкненого в коло джерела живлення і, таким чином, керу-
вання потоком енергії від джерела живлення до споживача під дією інфор-
мативного сигналу. Підсилювальна властивість такого чотириполюсника 
врахована керованим ідеальним джерелом напруги uвих(t) = k·uвх(t). 

Властивості підсилювача визначає сукупність його основних техніч-
них показників: коефіцієнти підсилення (за напругою, струмом, потужні-
стю), вхідний і вихідний опори, вихідна потужність, коефіцієнт корисної 
дії, чутливість, діапазон підсилювальних частот, а також показники, що 
характеризують нелінійні, частотні та фазові спотворення підсилюваль-
ного сигналу. 
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Контрольні питання  

1.Скільки p-n переходів та шарів містить біполярний транзистор? 
2.Назвіть два типи біполярних транзисторів. Чим вони відрізняються? 
3.Як називаються шари напівпровідника, з яких складається біполяр-

ний транзистор? 
4.Назвіть стандартні схеми підключення біполярного транзистора? Яка 

з них є найбільш вживаною? 
5.Як розраховується коефіцієнтом передачі струму емітера? 
6.Як розраховується коефіцієнт підсилення транзистора за струмом? 
7.Перерахуйте можливі режими роботи біполярного транзистора? Де 

при цьому знаходиться робоча точка? 
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ЛЕКЦІЯ № 17 
ПОЛЬОВІ ТРАНЗИСТОРИ 

 
 

17.1 Основні поняття 
 
Польовий транзистор – напівпровідниковий прилад, в якому струм змі-

нюється в результаті дії перпендикулярного напрямку струму електрично-
го поля, що створюється вхідним сигналом.  

Протікання в польовому транзисторі робочого струму обумовлене но-
сіями заряду тільки одного знака (електронами або дірками), тому такі 
прилади називаються уніполярними (на відміну від біполярних). Струмоп-
ровідний канал сполучає дві сильно леговані області. Область, з якої носії 
заряду йдуть в канал, називається витоком, а область, в яку вони прихо-
дять, – стоком. Електричне поле, що змінює провідність каналу, створю-
ється шляхом подання керівної напруги на електрод, що називається за-
твором. 

За фізичною структурою та механізмом роботи польові транзистори 
умовно ділять на 2 групи: польові транзистори з затвором у виді p-n пере-
ходу та польові транзистори з затвором, який ізольований від робочого на-
півпровідникового об’єму діелектриком. 

Принцип робот польових транзисторів полягає у зміні провідності ка-
налу шляхом подачі подання керівної напруги на електрод, що називається 
затвором. Відомо, що струм лінійно залежить від напруги. Коефіцієнтом 
пропорційності є його провідність, яка дорівнює 
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де γ – питома електрична провідність,  

S – площа поперечного перерізу каналу провідності,  
l – довжина каналу 

З формули (17.1) видно, що керувати струмом можна, змінюючи площу 
поперечного перерізу каналу провідності, або змінюючи концентрацію ос-
новних носіїв заряду n, від якої залежить питома електрична провідність 
матеріалу. 

Тому розрізняють два типи  польових транзисторів: 
 з керівним p-n переходом; 
 з ізольованим затвором 

 
17.2 Польові транзистори з керівним p-n переходом 
 
В польових транзисторах с керівним переходом (ПТКП) для зміни про-

відності каналу використовується ефект зміни ширини області просторово-
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го заряду (ОПЗ) зворотно зміщеного переходу при зміні прикладеної до 
нього напруги на затворі. 

Розглянемо принцип дії на прикладі транзистора з каналом провідності 
n-типу. На рис. 17.1 показано конструкцію n-канального транзистора, в 
якому для керування використовується р-n перехід, що зміщений у зворот-
ному напрямку. 

Транзистор вмикається таким чином, щоб p-n перехід затвора знаходи-
вся під зворотним зміщенням, а полярність напруги витік – стік вибираєть-
ся такою, щоб основні носії заряду під дією електричного поля в каналі 
зміщувались до стоку. Для n-канального транзистора, який показаний на 
рис. 17.1, на стік відносно витоку має подаватись додатний потенціал, до 
якого під дією поля будуть дрейфувати електрони. На затвор відносно сто-
ку необхідно подавати від’ємний потенціал, щоб затворний перехід знахо-
дився під зворотним зміщенням. 

 

 
 

Рисунок 17.1  
 
Оскільки ОПЗ має великий опір, то при збільшенні ширини ОПЗ пере-

різ каналу зменшується, і його опір зростає. Найнижчий опір каналу і, від-
повідно, найбільший струм через нього будуть при нульовій напрузі на за-
творі (UЗ = 0), потім, зі збільшенням ширини ОПЗ при зростанні UЗ і, від-
повідно, зменшенням перерізу каналу, струм буде падати та при деякій на-
прузі відсічки UЗ0 канал повністю перекриється, і струм через нього перес-
тане протікати. 

На рис. 17.2 наведено еквівалентну схему польового транзистора. Ос-
новним елементом цієї схеми, який характеризує підсилювальні властиво-
сті приладу, є залежний генератор струму SUЗ. Генератор SUЗ моделює 
процес подання потужності від зовнішнього джерела живлення в наванта-
ження. Частотні та імпульсні характеристики транзистора визначаються 
ємностями електродів: затвор-витік Cзв, затвор-стік Cзс, стік-витік Cсв. Єм-
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ності Cзв та Cзс залежать від площі затвору та степеня легування каналу, 
ємність Cсв – найменша серед усіх розглянутих. 

 
Рисунок 17.2 

 
Опори втрат Rзс, Rзв, Rсв досить великі і враховуються, як правило, при 

розрахунках електрометричних підсилювальних каскадів постійного стру-
му. При розрахунку імпульсних каскадів і підсилювальних каскадів змін-
ного струму їх, як правило, не враховують, оскільки провідність ємностей 
переважно завжди більша за шунтувальні їх провідності втрат електродів.  

 
17.3 Польові транзистори з ізольованим затвором 
 
В основі роботи польових транзисторів з ізольованим затвором лежать 

властивості МДН-структури (метал-діелектрик-метал) (рис. 17.3). 
 

 

 

 

 
Рисунок 17.3  

 

Насправді ця структура є плоским конденсатором, однією з обкладин-
кою якого служить метал (затвор), другою – напівпровідник. Особливість 
такого МДН-конденсатора порівняно з класичним МДМ (метал-
діелектрик-метал) конденсатором полягає в тому, що в об’ємі напівпровід-
ника заряд може бути пов’язаний з носіями різної фізичної природи та різ-

Метал (затвор) 
Діелектрик (SiO2) 

ОПЗ 

Напівпровідник (Si) 
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ної полярності: вільними електронами та дірками, зарядженими додатно 
іонізованими донорами, зарядженими від’ємно іонізованими акцепторами, 
а також зарядженими дефектами ґратки. В МДН-структурі, на відміну від 
p-n переходу, існує гетеромежа, яка розділяє два середовища з різною 
структурою, це, наприклад, межа, що розділяє напівпровідник та його оки-
сел або інший діелектрик чи напівпровідник та повітря (вакуум). На віль-
ній межі напівпровідника існує велика кількість обірваних зв’язків, які на-
магаються захопити заряд із об’єму напівпровідника, а також зв’язків, що 
вступили в реакцію з сусіднім середовищем та ним пасивовані. Крім того 
на поверхні можуть знаходитись сторонні домішкові атоми та іони. Таким 
чином, на вільній поверхні і гетеропереході метал-діелектрик уже в почат-
ковому стані може знаходитись деякий заряд, який індукціює рівний йому 
за величиною та протилежний за знаком заряд в об’ємі напівпровідника. 
На рис. 17.4 показана схема поверхні, яка частково пасивована радикалами 
ОН та атомами О, а також відповідні поверхневим дефектам поверхневі 
енергетичні стани, які дають додаткові рівні в забороненій зоні та які лока-
лізовані поблизу поверхні. 

 

 
 

Рисунок 17.4 
 

Якщо зарядити одну з обкладинок (затвор) МДН-конденсатора, то на 
другій, напівпровідниковій, обкладці має з’явитись заряд, рівний за вели-
чиною та протилежний за знаком і який буде зв’язаний з поверхневими 
станами іонізованими атомами домішки та вільними носіями заряду. Якщо 

Si Si Si Si 

Si 

Si 

Si 

Si Si 

Si 

Si Si 

Si 

Si 

Si 

Si 

ОН 

О 

Поверхня 
En 

e 

Ep 

p 

Поверхневий 
стан 

Ev 

Ec 

F 



120 

індукційований зовнішнім полем заряд на напівпровідниковій обкладці пе-
ревищуватиме зміну заряду на поверхневих станах, то в приповерхневій 
області напівпровідника відбувається зміна концентрації вільних носіїв за-
ряду. Це супроводжується зміною поверхневої провідності та, відповідно, 
струму, що протікає вздовж поверхні, у тому випадку, якщо існує поле, що 
напрямлене вздовж поверхні, як це показано на рис. 17.5. 

 

 

 
Рисунок 17.5 

 
В тій приповерхневій напівпровідниковій області, де існує електрич-

не поле, є збіднена носіями область просторового заряду, яка за властивос-
тями аналогічна області ОПЗ p-n переходу і працює як діелектрик. При 
зміні потенціалу на металевій обкладці (затворі) МДН-конденсатора буде 
змінюватись і заряд ОПЗ та, відповідно, ширина збідненої області. При 
цьому буде змінюватись ємність МДН-структури. Залежності ємності 
МДН-структур від прикладеної до них напруги наведені на рис. 17.6. Єм-
ність МДН-структури можна розглядати як таку, що складається з двох по-
слідовно ввімкнених ємностей: ємності діелектрика – Сд та ємності шару 
просторового заряду в напівпровіднику Снп 
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Якщо Сд >> Снп, то можна з хорошим наближенням вважати, що єм-

ність структури визначається ємністю ОПЗ, тобто С = Снп. 
Якщо Снп >> Сд, то наближено можна вважати, що С = Сд, тому макси-

мальне значення ємності на рисунку 17.6 обмежене лінією С = Сд. 
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Рисунок 17.6 
 

Необхідно звернути увагу на те, що всі криві рис. 17.5 та рис. 17.6 ма-
ють точки мінімуму. Ці точки відповідають випадковій мінімальній повер-
хневій провідності, яка існує тоді, коли на поверхні концентрації електро-
нів і дірок близькі до власної та рівні за значенням. Тоді збільшення поте-
нціалу затвора відносно значення, відповідного точці мінімуму, має збага-
чувати поверхню електронами, а зменшення потенціалу відносно потенці-
алу точки мінімуму – збагачувати поверхню дірками. При цьому, відповід-
но, з різних сторін від точки мінімуму має існувати різний тип провідності 
в приповерхневій області. 

На рис. 17.7 зображені енергетичні діаграми МДН-структури при різ-
них значеннях потенціалу Uз. За приклад вибрано матеріал n-типу. Точка 
A відповідає випадкові нульового потенціалу на затворі. Оскільки матеріал 
n-типу, рівень Фермі знаходиться в верхній половині забороненої зони, і 
для концентрації електронів у глибині матеріалу можна записати (через 
власну концентрацію ni) 
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де φо = 1/q(Ei−F).  

При отриманні виразу (17.3) було зроблено припущення, що у власно-
му напівпровіднику рівень Фермі знаходиться при Eiв (приблизно посере-
дині забороненої зони). На рис. 17.6 для точки A поблизу поверхні відбу-
вається викривлення зон (і, відповідно, Ei), що свідчить про наявність по-
верхневого потенціалу φs = 1/q(Eis−F) заряду, який захоплений поверхне-
вими станами (NS). Для поверхневої концентрації електронів ns та дірок ps, 
аналогічно як в (17.3), можна записати 
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Як видно з рис. 17.6 для т. А φs < φо а, отже, і поблизу поверхні концен-
трація електронів є нижчою, ніж в об’ємі, тобто існує деяке початкове збі-
днення поверхні основними носіями заряду. 

 

 
 

Рисунок 17.7  
 

Якщо подати на затвор від’ємний потенціал, то буде відбуватись пода-
льше збіднення поверхні електронами, і при деякій напрузі на структурі (т. 
B на рис. 11.7) φs стане дорівнювати 0. При цьому, відповідно до (17.4), по-
верхневі концентрації рівні: ns=ps=ni. При подальшому збільшенні 
від’ємного заряду на затворі відбуватиметься подальше викривлення зон і 
φs змінить знак, при цьому ps> ns > ni та ns < ni, тобто, на поверхні відбува-
ється зміна типу провідності – інверсія знака носіїв на поверхні відносно 
об’єму (т. C на рис. 17.7). І чим більшим буде від’ємний заряд на затворі, 
тим більшою буде діркова провідність на поверхні. Напругу на затворі, що 
викликає інверсію провідності, прийнято називати пороговою (Uп), якщо 
|φs|=2(Ec−F). 

Якщо подати на затвор додатну напругу, то величина φs зростає і, від-
повідно, концентрація електронів збільшується. Дійсно, електричне поле 
поблизу поверхні буде притягувати електрони та відштовхувати дірки (їх 
концентрація зменшується). Коли поверхня збагачується основними віль-
ними електронами чи дірками (у випадку інверсії), ширина ОПЗ наближа-
ється до нуля, і ємність структури визначається тільки товщиною діелект-
рика. В цьому випадку збагачена вільними носіями поверхня напівпровід-
ника поводиться як поверхня металу. 

Отже, в основі роботи МДН-транзистора лежить розглянутий ефект ке-
рування поверхневою провідністю та поверхневим струмом за допомогою 
затвора. Для того, щоб забезпечити проходження керівного струму під за-
твором, створюють дві електродні області: витік та стік. На рис. 17.8 наве-
дено конструкцію МДП-транзистора з індукованим n каналом. 
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Напівпровідникові області витоку та стоку створюють із сильно лего-
ваного матеріалу й такого, що має хорошу провідність і відрізняється за 
типом провідності від матеріалу базового кристала. Таким чином, при від-
сутності різниці потенціалів на затворі між витоком та стоком виявляються 
два зустрічно ввімкнених діоди і, відповідно, струм в цьому колі буде до-
рівнювати зворотному струмові одного з діодів, тобто досить малий, і тра-
нзистор буде знаходитись у закритому стані. Для того, щоб транзистор ві-
дкрився, на затвор потрібно подати такий потенціал відносно потенціалу 
підзатворної ділянки, щоб на поверхні відбулася інверсія провідності. При 
цьому під затвором індукується область n-типу, яка утворює канал, що 
з’єднує n-області витоку та стоку, зустрічно ввімкнені p-n переходи зни-
кають, а в стоковому колі починає протікати струм. Різниця потенціалів за-
твора, при якій відбувається інверсія провідності підзатворної області та 
починає протікати струм, називають пороговою (Uп). Стоковий струм тим 
вищий, чим більшим є індукований в каналі заряд і, відповідно, більшою є 
провідність індукованого каналу. 

 

 
 

Рисунок 17.8  
 
Полярність напруг, які прикладаються до електродів МДН з індукова-

ними n та p каналами при їх роботі в підсилювальному режимі, протилеж-
на. Для n-канального транзистора на затвор подається плюс відносно вито-
ку, на p-канальний транзистор – мінус. За стік приймається той електрод 
транзистора, до якого дрейфують основні носії, тобто в p-канальному тран-
зисторі стік має бути від’ємним відносно витоку, а в n-канальному – дода-
тним (рис. 17.8). 

На рис. 17.9 наведено еквівалентну схему польового транзистора з ізо-
льованим затвором, яка враховує можливість керування за підкладкою. 
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Рисунок 17.9  

 
Генератор SUЗ моделює процес подання потужності від зовнішнього 

джерела живлення в навантаження. Частотні та імпульсні характеристики 
транзистора визначаються ємностями електродів: затвор-витік Cзв, затвор-
стік Cзс, стік-витік Cсв. Генератор SUпідк моделює можливість керування 
за підкладкою. 

 
Контрольні питання  

1.Який прилад називається польовим транзистором? 
2.Які існують типи польових транзисторів? 
3.Як називаються шари напівпровідника, з яких складається польовий 

транзистор? 
4.Що таке МДН-структура? Які мають переваги польові транзистори з 

ізольованим затвором? 
5.Від чого залежить ємність МДН-структури? 
6.Які особливості енергетичної діаграми МДН-структури польових 

транзисторів Ви можете виділити? 
7.Наведіть електричну схему заміщення польового транзистори з кері-

вним p-n переходом. 
8.Наведіть електричну схему заміщення польового транзистори з ізо-

льованим затвором. 
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ЛЕКЦІЯ № 18 
ТИРИСТОРИ 

 
 

18.1 Особливості будови та роботи деністорів та триністорів 
 

Тиристором називається чотиришаровий напівпровідниковий прилад, 
що складається з областей p- і n-типів провідності, що послідовно чергу-
ються. Перший вид тиристорів – це діністори. 

Деністори – це діодні тиристори, або некеровані діоди перемикачів. 
Умовне позначення діністора на схемі наведено на рис 18.1, а. 

Триністори – це керовані діоди перемикачів. Умовне позначення трині-
стора на схемі наведено на рис 18.1, б. 

м

а) б)  
Рисунок 18.1 

 
Зовнішня p-область і електрод від неї називаються анодом. Зовнішня n-

область і електрод від неї називаються катодом. Внутрішні p- і n-області 
називаються базами діністора. Крайні p-n переходи називаються емітерни-
ми, а середній p-n перехід називається колектором. Подамо на анод «-», а 
на катод «+». При цьому емітерні переходи будуть закриті, колектор – від-
критий. Основні носії зарядів з анода і катода не зможуть перейти в базу, 
тому через деністор протікатиме тільки маленький зворотний струм, ви-
кликаний неосновними носіями заряду. Деністори застосовуються у вигля-
ді безконтактних пристроїв перемикачів, які керуються напругою. Струк-
турна схема та ВАХ деністора наведені на рис. 18.2 

       

Рисунок 18.2 
 

Якщо на анод подати «+», а на катод «-», емітерні переходи відкривають-
ся, а колектор закривається. Основні носії зарядів переходять з анода в базу 1, 
а з катода – в базу 2, де вони стають неосновними, і в базах відбувається ін-
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тенсивна рекомбінація зарядів, в результаті якої кількість вільних носіїв заря-
дів зменшується. Ці носії заряду підходять до переходу колектора, поле якого 
для них буде прискорювальним, потім проходять базу і переходять через від-
критий емітерний перехід, оскільки в базах вони знову стають основними. 

Пройшовши емітерні переходи, електрони переходять в анод, а дірки – 
в катод, де вони повторно стають неосновними і повторно відбувається ін-
тенсивна рекомбінація. В результаті кількість зарядів, що пройшли через 
діністор, буде дуже мало, і прямий струм також буде дуже малий. При збі-
льшенні напруги прямий струм трохи зростає, оскільки збільшується шви-
дкість руху носіїв, а інтенсивність рекомбінації зменшується. При збіль-
шенні напруги до певної величини відбувається електричний пробій пере-
ходу колектора. Опір діністора різко зменшується, струм через нього силь-
но збільшується, і падіння напруги на ньому значно зменшується. Вважа-
ється, що діністор перейшов з вимкненого положення стану у ввімкнутий. 

 
Триністори 

Триністори можна вмикати при напругах, менших напруги ввімкнення 
діністора. Для цього достатньо на одну з баз подати додаткову напругу так, 
щоб створюване нею поле збігалося за напрямом з полем анода на переході 
колектора. Можна подати струм керування на другу базу, але для цього на 
керівний електрод потрібно подавати напругу ї від’ємної щодо анода поля-
рності, і тому розрізняють триністори з керуванням за катодом і з керуван-
ням за анодом. Структурна схема та ВАХ триністора наведені на рис. 18.3 

 

 
 

Рисунок 18.3 
 

Основні параметри тиристорів. 
Напруга ввімкнення (Uввім) – ця напруга, при якій струм через деністор 

починає сильно зростати. 
Струм ввімкнення (Iввім) – це струм, відповідний напрузі ввімкнення. 
Струм виключення вимкнення (Iвикл вимк) – це мінімальний струм через 

тиристор, при якому він залишається ще у ввімкненому стані. 
Залишкова напруга (U зал) – ця мінімальна напруга на тиристорі у і вві-

мкненому стані. 
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Рисунок 18.4 

Струм витоку (Iв) – це струм через тиристор у вимкненому стані при 
заданій напрузі на аноді. 

Максимально допустима зворотна напруга (Uзв.max). 
Максимально допустима пряма напруга (Uпр.max). 
Час вмикання (tвмик) – це час, за який напруга на тиристорі зменшиться 

до 0,1 напруги вмикання. 
Час вимкнення (tвимк) – це час, за який тиристор переходить з ввімкне-

ного стану у вимкнене. 
 

18.2 Особливості будови та роботи симісторів 
 
Симістор (симетричний тріодний тиристор) або тріак – це напівпровід-

никовий прилад, що є різновидом тиристора. Умовне позначення симісто-
ра на схемі наведено на рис 18.4. 

На відміну від деністора та триністора, що мають 
катод і анод, основні (силові) виводи симістора не нази-
вають катодом чи анодом, оскільки в силу симетричної 
структури симістора вони є і тим, і іншим одночасно. 
Однак за способом ввімкнення відносно керівного елек-
трода основні виводи симістора розрізняються, причому 
має місце їх аналогія з катодом і анодом триністора.  

Для керування живленням навантаження основні електроди симістора 
підключають під’єднують у ланцюг послідовно з навантаженням. У закри-
тому стані провідність симістора відсутня, живлення навантаження вимк-
нене. При подачі на керівний електрод відпираючого сигналу, що відпирає, 
між основними електродами симістора виникає провідність, живлення на-
вантаження виявляється ввімкненим. Характерно, що симістор у відкрито-
му стані проводить струм в обох напрямках. Іншою особливістю симісто-
ра, як і інших тиристорів, є те, що для його утримання у відкритому стані 
немає необхідності постійно подавати сигнал на керівний електрод (на ві-
дміну від транзистора). Симістор залишається відкритим, поки струм, що 
протікає через основні виводи, перевищує деяку величину, названу стру-
мом утримання. Звідси випливає, що вимкнення навантаження відбуваєть-
ся поблизу моментів часу, коли струм через основні електроди симістора 
змінює полярність і переходить через нуль (для навантаження, яке має ли-
ше активну складову, ці моменти збігаються в часі зі зміною полярності 
напруги в електромережі) 

Симістор має п’ятишарову структуру напівпровідника. Спрощено 
симістор можна подати у вигляді еквівалентної схеми з двох тріодних три-
ністорів, включених під’єднаних зустрічно-паралельно. Однак варто за-
уважити, що керування симістором відрізняється від керування двома 
зустрічно-паралельними тиристорами. 

Для відмикання симістора на його керівний електрод подається напруга 
щодо умовного катода. Полярність керівної напруги, як правило, має 

https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%95%D0%BB%D0%B5%D0%BA%D1%82%D1%80%D0%BE%D0%BF%D1%80%D0%BE%D0%B2%D1%96%D0%B4%D0%BD%D1%96%D1%81%D1%82%D1%8C
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%A2%D0%B8%D1%80%D0%B8%D1%81%D1%82%D0%BE%D1%80
https://uk.wikipedia.org/wiki/%D0%90%D0%BA%D1%82%D0%B8%D0%B2%D0%BD%D0%B8%D0%B9_%D0%BE%D0%BF%D1%96%D1%80


128 

збігатися з полярністю напруги на умовному аноді. Тому часто 
використовується такий метод керування симістором, при якому сигнал на 
керівний електрод подається з умовного анода через струмообмежувальні 
резистор і вимикач. Керувати симістором зручно, забезпечуючи вибір 
певної сили струму керівного електрода, достатньої для відпирання 
симістора. Деякі типи симісторів можуть відпиратися сигналом будь-якої 
полярності, хоча при цьому може знадобитися більший керівний струм. 
Структурна схема та ВАХ симістора наведені на рис. 18.5 

 
Рисунок 18.5 

 

Розглянемо роботу симістора. Подамо додатну напругу на області p1, 
n1, а негативну – на області p2, n3.  

Перехід П1 закритий, і вимикається з роботи область n1. Переходи П2 і 
П4 відкриті і виконують функцію емітерних переходів. Перехід П3 закри-
тий і виконує функцію колекторного переходу. 

Таким чином, структура симістора буде областями p1, n2, p2, n3, де p1 
виконуватиме функції анода, а n3 – катода при прямому вмиканні. Подамо 
напругу плюсом на області p2, n3, а мінусом – на області p1, n1. Перехід 
П4 закриється і вимкне з роботи область n3. Переходи П1 і П3 відкриються 
і відіграватимуть роль емітерних переходів. Перехід П2 закриється і вико-
нуватиме функцію переходу колектора. 

Структура симістора матиме вигляд p2-n2, p1-n1, де область p2 буде 
анодом, а n1 – катодом. В результаті виходитиме структура в прямому 
вмиканні, але при зворотній напрузі. 
 

Контрольні питання  
1. Що таке тиристори? Для чого вони застосовуються? 
2.Які бувають види тиристорів? 
3.Які особливості будови та роботи має деністор? 
4.Які особливості будови та роботи має триністор? 
5.Назвіть основні параметри триністора. 
6.Як здійснюється регулювання напруги ввімкнення триністора? 
7.Які особливості будови та роботи має симістор? 
8.Що спільного у бідові між симістором і триністором?  
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