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ВСТУП 

Аналізуючи роботи [3, 16, 30, 39, 46, 69, 75] нескладно прийти до 
висновку, що процес у динамічному об’єкті з одним накопичувачем 
маси чи енергії, може бути описаний диференціальним рівнянням 
першого порядку, а якщо ж цей об’єкт має у своїй структурі два чи n  
накопичувачів маси або енергії, то процеси в ньому можуть бути опи-
сані диференціальними рівняннями другого чи n-го порядку. І оскіль-
ки кожний електротехнічний комплекс містить в собі значну кількість 
накопичувачів електричної енергії у вигляді конденсаторів та накопи-
чувачів магнітної енергії у вигляді котушок індуктивностей, то пов-
ними математичними моделями процесів у цих комплексах можуть 
виступати лише диференціальні рівняння порядків, не нижчих за су-
марну кількість конденсаторів та котушок індуктивностей у їхніх 
структурах. А оскільки кожна механічна система, як і кожний елект-
ротехнічний комплекс, також містить в собі велику кількість накопи-
чувачів енергії, але механічної у вигляді елементарних накопичувачів 
маси та пов’язаних з масою накопичувачів потенціальної і кінетичної 
енергій, то адекватними математичними моделями процесів в механі-
чних системах також можуть бути лише диференціальні рівняння по-
рядків, не нижчих за сумарну кількість елементарних накопичувачів 
потенціальної і кінетичної енергій у їхніх структурах. Але, аналізуючи 
роботу [13], легко прийти до висновку, що при використанні матема-
тичної моделі реального фізичного процесу у вигляді диференціаль-
ного рівняння невисокого, але правильно вибраного порядку, майже 
завжди можна отримати результати віддзеркалення цього реального 
фізичного процесу у часі кращі, а ніж моделюючи цей процес дифере-
нціальним рівнянням з порядком, що дорівнює кількості елементар-
них накопичувачів енергії чи маси у структурі цього об’єкта. Процес 
заміни математичних моделей реальних фізичних процесів в динаміч-
них об’єктах, що мають вигляд диференціальних рівнянь високих по-
рядків, математичними моделями у вигляді диференціальних рівнянь 
невисокого порядку, які за певним критерієм достатньо адекватно ві-
дображають ці реальні фізичні процеси, що моделюються, науковці 
домовились називати еквівалентуванням динамічних систем, а самі 
математичні моделі мінімального порядку науковці домовились нази-
вати еквівалентними математичними моделями. 
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На можливість використання при моделюванні реальних фізичних 
процесів з багатьма накопичувачами маси та енергії еквівалентних 
моделей невисокого порядку вперше вказав у шістдесятих роках ми-
нулого століття відомий київський вчений, академік Ішлінський, який 
на одній із науково-технічних конференцій висловив гіпотезу, що рух 
динамічної системи, що описується диференціальним рівнянням з по-
рядком, вищим третього, в діапазоні зміни координат руху можна ек-
вівалентно (без внесення суттєвих похибок) описувати диференціаль-
ним рівнянням з порядком, не вищим третього, або, як має місце в 
роботах самого академіка Ішлінського [26, 27], навіть не вищим дру-
гого. Самим академіком Ішлінським ця гіпотеза не була доведена, але 
її справедливість інтуїтивно можна підтвердити, використавши перет-
ворення за Лапласом, адже, якщо перетворити диференціальне рів-
няння, що описує фізичний процес у якомусь динамічному об’єкті, за 
Лапласом, то отримаємо адекватну цьому диференціальному рівнян-
ню математичну модель на комплексній площині у вигляді передато-
чної функції, порядок якої буде дорівнювати порядку перетвореного 
диференціального рівняння. І, як загальновідомо, чим ближче до уяв-
ної осі на комплексній площині знаходитиметься пара комплексно 
спряжених полюсів передаточної функції, тим більший розмах коли-
вань ця пара задаватиме вихідній координаті динамічного об’єкта, яка 
є розв’язком диференціального рівняння. А полюси передаточної функ-
ції, які розташовані далеко від уявної осі на комплексній площині, де-
формують розв’язок диференціального рівняння несуттєво, а тому їх 
можна відсікти, не вносячи помітних похибок в кінцевий результат. А 
це дає нам право вилучити зі структури передаточної функції ці по-
люси. А, вилучаючи зі структури передаточної функції якусь пару 
комплексно спряжених полюсів передаточної функції, ми на основі 
теореми Вієтта одразу ж маємо право на дві одиниці зменшити поря-
док передаточної функції, що на дві одиниці зменшує і порядок дифе-
ренціального рівняння, яке вона отримала перетворенням за Лапла-
сом. Але при цьому потрібно дати відповідь на запитання: «А за яких 
умов вилучення пари комплексно спряжених полюсів передаточної 
функції не вплине суттєво на розв’язок диференціального рівняння, 
яким ми моделюємо реальний фізичний процес і порядок якого, від-
кинувши пару комплексно спряжених полюсів передаточної функції, 
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ми на дві одиниці понижуємо?» Відповіді на це запитання в загально-
му вигляді ні академіком Ішлінським, ні кимось іншим не дано. 

А тому дослідження, в яких будуть отримані відповіді, за яких умов 
можна замість математичних моделей реальних процесів в динаміч-
них об’єктах, що мають вигляд диференціальних рівнянь високого по-
рядку, використовувати, не вносячи суттєвих похибок, еквівалентні 
математичні моделі, що мають вигляд диференціальних рівнянь по-
рядку, мінімально допустимого за якимось критерієм, та відповіді, як 
ідентифікувати синтезовані еквівалентні моделі, будуть залишатись 
актуальними ще довгий час, особливо в частині еквівалентування не-
лінійних динамічних об’єктів.  

А тому мета і нашого дослідження полягає у створенні методів 
синтезу та ідентифікації математичних моделей мінімально допусти-
мого порядку для моделювання динамічних об’єктів, процеси в яких 
адекватно описуються за допомогою диференціальних рівнянь з по-
рядками, набагато вищими. 

Для досягнення поставленої мети розв’язані наукові завдання, 
суть і зміст яких проглядаються у наведеному вище «Змісті», тому 
немає сенсу їх виписувати окремо. 

Об’єктом нашого дослідження, результати якого представлені в 
монографії, є процеси в лінійних та нелінійних неперервних та дис-
кретних динамічних об’єктах, а предметом дослідження є синтез ма-
тематичних моделей мінімального порядку для адекватного опису цих 
процесів. 

При виконанні дослідження були використані методи теорії дифе-
ренціальних рівнянь, методи теорії функцій комплексної змінної, фу-
нкціональний аналіз, методи теорії автоматичного керування, методи 
теорії інтегральних рівнянь, методи теорії вимірювань, методи теорії 
ймовірностей взагалі та стаціонарних часових рядів зокрема, методи 
теорії ідентифікації динамічних систем, а також методи технічної кі-
бернетики і комп’ютерного моделювання. А далі зупинимось більш 
предметно на математичному апараті, з якого ми стартували, розпо-
чинаючи дослідження. 

Науковці, які проводять дослідження в галузі технічної кібернети-
ки та теорії автоматичного керування [4, 5, 11, 12, 14, 15, 19, 20, 21, 
22, 24, 26, 27, 30, 35, 36, 39, 64, 69, 70, 72, 75, 77], динамічні об’єкти 
відносять до детермінованих чи стохастичних в залежності від того, 

7 

Замовити цю книгу   https://press.vntu.edu.ua/index.php/vntu/catalog/book/640 
Видавництво Вінницького національного технічного університету

https://press.vntu.edu.ua/index.php/vntu/catalog



, 

процеси в них детерміновані чи стохастичні; відносять до лінійних чи 
нелінійних в залежності від того, їхні статичні характеристики є лі-
нійними чи нелінійними; відносять до неперервних чи дискретних в 
залежності від того, сигнали в них є неперервними чи дискретними; 
відносять до об’єктів з зосередженими чи розподіленими параметрами 
в залежності від того вихідна реакція об’єкта на вхідний сигнал має 
місце одразу ж після надходження вхідного сигналу чи з запізненням. 
Тож цілком очевидно, що і математичні моделі для кожного із цих 
класів різняться між собою. А тому, перш ніж почати синтез еквівален-
тних математичних моделей мінімального порядку для різних класів 
динамічних об’єктів, визначимось із класами математичних моделей, 
в яких ми здійснюватимемо еквівалентування. 

І почнемо з класу неперервних лінійних детермінованих динаміч-
них об’єктів з зосередженими параметрами, математичні моделі про-
цесів в яких можна описати в загальному вигляді диференціальними 
рівняннями: 

1 1

1 1 1 1 01 1... ...
n n m m

n n m mn n m m
d y d y dy d x d x dxa a a y b b b b x

dt dtdt dt dt dt

− −

− −− −+ + + + = + + + +

(В.1) 
1,2,..., ; 1,2,..., ;n N m M= =

з початковими умовами: 

( )
( )

( ) ( ) ( )

0

0

11
0

0 ,

0 ,
.................,

0 ,nn

y y

y y

y y −−

=

′ ′=



 =

   (В.2) 

в яких x  – сигнал на вході об’єкта, який є функцією часу t , тобто, є 
функцією ( )tx ; y  – сигнал на виході об’єкта, який теж є функцією ча-
су, тобто, є функцією ( )ty . 

Вимірність динамічного об’єкта, математична модель якого зада-
ється диференціальним рівнянням (В.1), визначається порядком n  
старшої похідної у лівій частині цього диференціального рівняння, яка 
характеризує зміну у часі реакції об’єкта )(ty . 
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Варто звернути увагу і на те, що для реальних динамічних об’єктів 
в силу обмеженості їхніх енергетичних ресурсів завжди виконується 
умова 

m n≤ ,  (В.3) 

яку прийнято називати умовою можливості фізично реалізувати цей 
об’єкт. 

Варто також звернути увагу і на те, що до класу детермінованих 
без внесення суттєвих похибок у результати моделювання процесів в 
них можна віднести усі динамічні об’єкти, рівень завад випадкового 
характеру в яких є на порядок нижчим від рівня корисних сигналів, 
але при цьому слід не забувати, що у цьому випадку математична мо-
дель процесу у вигляді диференціального рівняння характеризуватиме 
не миттєве значення вихідної координати цього об’єкта, а її згладже-
ний тренд, знання якого в більшості практичних задач, пов’язаних з 
аналізом роботи динамічних об’єктів, цілком достатньо, – а це робить 
клас детермінованих динамічних об’єктів досить широким і вартим 
того, щоб саме з нього розпочати створення теорії еквівалентування. 
Вимога лінійності клас детермінованих динамічних об’єктів дещо 
звужує, але все одно залишає його ще досить широким в практичному 
аналізі, оскільки без внесення суттєвих похибок лінійними можна 
вважати усі динамічні об’єкти з аналітичними нелінійностями, якщо 
ці об’єкти функціонують в режимах, близьких до заданого, оскільки у 
цьому випадку через малі відхилення вихідної координати від її бажа-
ного значення нелінійну статичну характеристику об’єкта шляхом лі-
неаризації можна апроксимувати прямою лінією. 

Як показано у тих роботах, на які уже вище зроблене посилання, 
якщо диференціальне рівняння (В.1) перетворити по Лапласу при ну-
льових початкових умовах (В.2), то отримаємо аналог математичної 
моделі (В.1) на комплексній площині змінної p  у вигляді 

( ) ( ) ( )Y p W p X p= ,        (В.4) 

де ( )pW  – передаточна функція неперервного лінійного детермінова-
ного динамічного об’єкта, що має вигляд 

1
1 1 0

1
1 1

...( )( ) ,
( ) ... 1

m m
m m

n n
n n

b p b p b p by pW p
x p a p a p a p

−
−

−
−

+ + + +
= =

+ + + +
   (В.5) 
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а ( ) ( ) −pYpX , перетворені за Лапласом вхідний ( )tx  і вихідний ( )ty  сиг-
нали: 

( ) ( ){ } ( )
0

,ptX p L x t x t e dt
∞

−= = ∫         (В.6) 

( ) ( ){ } ( )
0

.ptY p L y t y t e dt
∞

−= = ∫         (В.7) 

А, як відомо з тих же джерел, якщо у виразі для передаточної фу-
нкції ( )pW  замінити комплексну змінну p  на уявну змінну ωj , в якій 

1−=j  – уявна одиниця, а ω  – кругова частота, то отримаємо ще одну 
структуру математичної моделі неперервного лінійного детермінова-
ного динамічного об’єкта, яка несе в собі той же об’єм інформації, у 
вигляді 

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

1
1 1 0

1
1 1

...( )( ) ,
( ) ... 1

m m
m m

n n
n n

b j b j b j by jW j
x j a j a j a j

ω ω ωωω
ω ω ω ω

−
−

−
−

+ + + +
= =

+ + + +
     (В.8) 

яку називають амплітудно-фазовою частотною характеристикою 
(АФЧХ) і яку можна представити у вигляді 

( ) ( ) ( ),jW j A e φ ωω ω=        (В.9) 

де ( )ωA  – амплітудна частотна характеристика (АЧХ); ( )−ωϕ фазова 
частотна характеристика (ФЧХ), або у вигляді  

( ) ( ) ( )W j R jQω ω ω= + ,       (В.10) 

де ( )−ωR дійсна частотна характеристика об’єкта (ДЧХ), а ( )ωQ  – уявна 
частотна характеристика (УЧХ) цього об’єкта, причому ДЧХ та УЧХ 
пов’язані з АЧХ і ФЧХ залежностями: 

( ) ( ) ( )cos ,R Aω ω φ ω=        (В.11) 

( ) ( ) ( )sin ,Q Aω ω φ ω=        (В.12) 

( ) ( )( ) ( )( )2 2 ,A R Qω ω ω= +    (В.13) 

( ) ( )
( )

Q
arctg

R
ω

φ ω
ω

= .       (В.14) 
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Якщо ж взяти натуральний логарифм від АФЧХ у вигляді (В.9), то 
отримаємо вираз 

( ) ( ) ( )ln lnW j A jω ω φ ω= + , (В.15) 

з якого випливає, що в якості математичних моделей неперервних лі-
нійних детермінованих динамічних об’єктів у частотній області мож-
на використовувати ще й їхні логарифмічні характеристики – логари-
фмічну фазову частотну характеристику (ЛФЧХ ( )ωϕ ), яка 
відрізняється від ФЧХ ( )ωϕ  лише логарифмічним масштабом по осі 
частот, та логарифмічну амплітудну частотну характеристику (ЛАЧХ)  

( ) ( )ln ,L Aω ω=       (В.16) 

яка при моделюванні динамічних об’єктів цього класу частіше вико-
ристовується у вигляді 

( ) ( ),lg20 ωω AL =∗      (В.17) 

що дозволяє в якості одиниць вимірювання підсилення чи затухання 
сигналу використовувати децибели. 

Орієнтовні графіки ЛАЧХ та ЛФЧХ динамічного об’єкта із визна-
ченого вище класу наведені на рис. 1 

Рисунок 1 – Орієнтовні графіки ЛАЧХ  
та ЛФЧХ неперервного лінійного детермінованого динамічного об’єкта n-го 
порядку за відсутності похідних у правій частині його математичної моделі 

Як відомо з підручників з теорії автоматичного керування, наве-
дених у списку літератури, для ЛАЧХ і ЛФЧХ є характерними дві ча-
стоти – частота зрізу зрω  та критична частота крω , які знаходяться з рі-
внянь: 
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( ) 0,зрL ω =     (В.18) 

( )крφ ω π= −    (В.19) 

та мають графічну інтерпретацію, представлену на рис. 1. 
Згідно з критерієм Найквіста, якщо 

зр крω ω< ,    (В.20) 

то стійкий неперервний лінійний детермінований динамічний об’єкт, 
для якого виконується умова (В.20), залишається стійким і після зами-
кання його одиничним від’ємним зворотним зв’язком. Тобто у такому 
об’єкті характер процесів до його замикання одиничним від’ємним 
зворотним зв’язком і після замикання не змінюється. 

Якщо ж 

зр крω ω> ,         (В.21) 

то неперервний лінійний детермінований динамічний об’єкт, стійкий 
у розімкнутому стані, для якого виконується умова (В.21), стає не-
стійким після замикання його одиничним від’ємним зворотним 
зв’язком. Тобто у такому об’єкті характер процесів до його замикання 
одиничним від’ємним зворотним зв’язком і після замикання зміню-
ється. 

З логарифмічними частотними характеристиками пов’язане по-
няття мінімально-фазової системи (МФС), для якої справедливим є 
перетворення Гільберта – подаємо його у вигляді, запозиченому з ро-
боти [16] – 

( ) ( )1ln ,
u

A du
u
φ

ω
π ω

∞

−∞

= −
−∫    (В.22) 

( ) ( )ln1 A
du

u
ω

φ ω
π ω

∞

−∞

=
−∫ .         (В.23) 

Із виразів (В.22), (В.23) видно, що характерною особливістю для 
МФС є те, що, знаючи одну із логарифмічних частотних характерис-
тик, можна за допомогою перетворення Гільберта однозначно визна-
чити і спарену з нею його другу частотну характеристику, а, як наслі-
док, – це означає, що кожна із логарифмічних частотних 
характеристик несе однакову кількість інформації про неперервний 
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лінійний детермінований динамічний об’єкт, який відноситься до кла-
су МФС. І ця кількість інформації є такою ж, яку несе і АФЧХ об’єкта 
( )ωjW  і передаточна функція цього об’єкта ( )pW . 

З фізичної точки зору належність неперервного лінійного детермі-
нованого динамічного об’єкта до класу МФС означає, що при однако-
вій АЧХ з іншими об’єктами він має мінімальне значення ФЧХ, тобто, 
не містить у своїй структурі ланок чистого запізнення на час ,∗τ  на-
приклад, трубопроводів, при передачі рідин чи газів, довгих стержнів 
чи канатів, при передачі механічних зусиль, або тисяч кілометрів про-
водів чи ефіру, при передачі електричних сигналів чи електромагніт-
них хвиль. 

І лише якщо неперервний лінійний детермінований динамічний 
об’єкт відноситься до класу МФС, його математичну модель можна 
синтезувати в класі диференціальних рівнянь (В.1). В разі ж якщо не-
перервний лінійний детермінований динамічний об’єкт не відноситься 
до класу МФС, тобто, відноситься до класу немінімально-фазових си-
стем (НМФС), то, як показано в роботі [15], його математичну модель 
слід синтезувати в класі диференціальних рівнянь з аргументом, що 
запізнюється, найбільш загальна форма для яких має вигляд 

( )

( )

( ) ( )

( )
11

1 1 11 1

1 0

... ... 1

m

m m

mn n

n n mn n m

d x t
b

dt
d x td y d y dya a a y b t

dtdt dt dt
dx t

b b x t
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τ

τ
τ

τ
τ

∗

− ∗−
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− −− −
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 −
 +
 
 
 −
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 
 

− 
+ + − 
 
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(В.24) 
з початковими умовами: 

( )
( )

( ) ( ) ( )1 1

,

,

.................,

,n n

y y

y y

y y

τ

τ

τ

∗
∗

∗
∗

− −∗
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 =

 ′ ′=




=

 (В.25) 
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де ( )∗−τt1  – зсунута на ∗τ  одинична функція ( )t1 , для якої справедли-
вим є вираз 

( ) 1 ,
1

0 .

при t
t

при t

τ
τ

τ

∗
∗

∗

 ≥− = 
<

    (В.26) 

Ще раз наголошуємо на тому, що математичні моделі і математи-
чний апарат, що наведені вище, будуть використовуватись нами при 
розв’язанні задач еквівалентування неперервних лінійних детерміно-
ваних динамічних об’єктів з зосередженими (В.1)–(В.21) та розподі-
леними (В.24)–(В.26) параметрами. 

А при розв’язанні задачі еквівалентування нелінійних систем ми в 
якості базової будемо використовувати гіпотезу Ван Тріса, висловлену 
ним в роботах [12, 100], згідно з якою неперервний нелінійний детер-
мінований динамічний об’єкт з зосередженими параметрами може бу-
ти представлений у вигляді послідовного з’єднання двох структурних 
ланок, як показано на рис. 2, одна з яких – лінійна, яка характеризує 

g(t) fk(y)
y(t)x(t) z(t)

Рисунок 2 – Структурна схема неперервного нелінійного 
детермінованого динамічного об’єкта за Ван Трісом 

інерційні властивості і описується ваговою функцією g(t), а друга – 
безінерційна, яка характеризує нелінійні властивості, зв’язуючи свій 
вхід y з виходом Z, задається степеневим багаточленом 

( ) 2
1 2

k
k kZ f y y y yν ν ν= = + + + ,      (В.27) 

а з вхідним x(t) сигналом неперервного нелінійного детермінованого 
динамічного об’єкта та між собою вони обидві зв’язуються інтеграль-
ним рівнянням Вольтерра 

1 1 1
1

( ) ( ) ( ) ( , , ) .
k i

i i i i
i

z t x t x t g d dν τ τ τ τ τ τ
∞ ∞

= −∞ −∞

= ⋅ − − ⋅∑ ∫ ∫       (В.28) 

Ну, а для розв’язання задач еквівалентування дискретних стохас-
тичних об’єктів в досліджені будуть використовуватись почерпнутий 
із робіт [4, 5, 80, 81] клас моделей авторегресії – ковзного середнього 

14 

Замовити цю книгу   https://press.vntu.edu.ua/index.php/vntu/catalog/book/640 
Видавництво Вінницького національного технічного університету

https://press.vntu.edu.ua/index.php/vntu/catalog



АРКС(r, q) розмірності r по авторегресії та розмірності q по ковзному 
середньому, що мають вигляд 

1 1 2 2 1 1 2 2... ...t t t r t r t t t q t qz z z zφ φ φ ξ θ ξ θ ξ θ ξ− − − − − −= + + + + − − − − ,    (В.29) 

або  
( ) ( ) ,tt BzB ξΘ=Φ                                     (В.30) 

де оператор авторегресії ( )BΦ  та оператор ковзного середнього ( )BΘ  
мають такий вигляд: 

( ) r
r BBBB ϕϕϕ −−−−=Φ ...1 2

21 , (В.31) 

( ) ,...1 2
21

q
qBBBB θθθ −−−−=Θ (В.32) 

параметри qlri li ,...,2,1,;,...,2,1, == θϕ  – це коефіцієнти, які є дійсними 
числами, оператор зсуву на один крок назад B  забезпечує виконання 
операції 

1 ,t tz B z− =   (В.33) 

змінна ,...2,1, =tzt  це центрований числовим значенням µ  стаціонар-
ний часовий ряд, тобто, є стаціонарним дискретним процесом з ну-
льовим середнім, а −tξ імпульс «білого шуму», який є нормально-
розподіленим стаціонарним дискретним процесом, значення якого ко-
релюються лише самі з собою і навіть сусідні значення якого не коре-
люються, тобто, справедливим є співвідношення 

( ) { }
21

0

0,1
0 0,

N

t t i t t i
t

const при i
K t i M

N при i
ξ

ξ
σ

ξ ξ ξ ξ
−

− −
=

 = =− = = = 
≠

∑ (В.34) 

в якому ( )itK −ξ  – кореляційна функція «білого шуму», вираз (В.34)
для якої можна переписати і так: 

( ) ( )2K t i t iξ ξσ δ− = − ,        (В.35) 

де ( )it −δ  – одностороння дельта-функція, для якої справедливими є 
умови: 

( )
0,

0 0;
при t

t
при t

δ
∞ =

=  ≠
   (В.36) 

( )
0

1.t dtδ
∞

=∫   (В.37) 
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Результати дослідження, що представлені в монографії, отримані 
авторами в рамках наукової школи «Розроблення математичних мо-
делей процесів, що протікають в складних технічних та організацій-
них системах, інформаційно-вимірювальних систем та систем авто-
матичного і автоматизованого керування цими процесами», 
створеної заслуженим діячем науки і техніки України, академіком 
Національної академії педагогічних наук України, доктором техніч-
них наук, професором Б. І. Мокіним, в процесі реалізації програм до-
сліджень на кафедрі відновлювальної енергетики та транспортних 
електричних систем і комплексів Вінницького національного техніч-
ного університету і на кафедрі системного аналізу, комп’ютерного 
моніторингу та інженерної графіки цього ж університету, а також у 
відділенні вищої освіти Національної академії педагогічних наук 
України. 

Значна частина результатів, викладених в даній монографії, впе-
рше побачила світ у вигляді статей в наукових журналах, опубліко-
ваних її авторами, і вперше була узагальнена на сторінках кандидат-
ської дисертації аспірантки І. О. Чернової за спеціальністю 01.05.02 – 
Математичне моделювання та обчислювальні методи, яку вона захи-
стила у 2019 році та яку написала під науковим керівництвом профе-
сора Б. І. Мокіна, навчаючись в аспірантурі перші два роки – на етапі 
розроблення теоретичних основ – на кафедрі системного аналізу, 
комп’ютерного моніторингу та інженерної графіки Вінницького на-
ціонального технічного університету та отримуючи допомогу в дос-
лідженнях і при написанні наукових статей і від її завідувача, профе-
сора В. Б. Мокіна, а також навчаючись в аспірантурі на третьому 
році – на етапі практичного впровадження результатів – на кафедрі 
відновлювальної енергетики та транспортних електричних систем і 
комплексів цього ж університету та отримуючи допомогу в дослі-
дженнях і при написанні наукових статей і від її завідувача, профе-
сора О. Б. Мокіна, що і обумовило наявність у монографії чотирьох 
співавторів. 
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РОЗДІЛ 1 ЕКВІВАЛЕНТУВАННЯ НЕПЕРЕРВНИХ  
ЛІНІЙНИХ ДЕТЕРМІНОВАНИХ ДИНАМІЧНИХ ОБ’ЄКТІВ 

В КЛАСІ МІНІМАЛЬНО-ФАЗОВИХ 
1.1 Огляд базових публікацій з синтезу та ідентифікації  

еквівалентних математичних моделей неперервних лінійних  
детермінованих динамічних об’єктів в класі мінімально-фазових 

Як ми уже відзначили у «Вступі», в шістдесятих роках минулого 
століття відомий радянський вчений, академік Ішлінський на одній із 
науково-технічних конференцій висловив гіпотезу, що рух динамічної 
системи, що описується диференціальним рівнянням з порядком, ви-
щим третього, тобто, диференціальним рівнянням, яке він конкрети-
зував у вигляді [23] 

1

1 11 ... , 3,
n n

n n nn n
d y d y dya a a y K x n

dtdt dt

−

− −+ + + + = >    (1.1) 

можна з прийнятною для практичних задач точністю описувати дифе-
ренціальним рівнянням з порядком, не вищим третього – 

3 2

3 2 1 33 21 ,d y d y dya a a y K x
dtdt dt

+ + + = (1.2) 

або не вищим другого [26, 27] – 
2

2 1 221
d y dya a y K x

dtdt
+ + = ,   (1.3) 

а в окремих випадках навіть і не вищим першого – 

1 1
dya y K x
dt

+ = ,   (1.4) 

не навівши однак теоретичного підтвердження можливостей такого 
еквівалентування. 

Тож ми вирішили віднайти умови, за яких ця гіпотеза є справедли-
вою. 

А методи синтезу та ідентифікації математичних моделей динаміч-
них об’єктів, в яких не ставиться задача отримання їхнього мінімального 
порядку, найбільш повно представлені в роботі П. Ейкгофа [24] та уза-
гальнені в роботі Я. З. Ципкіна [77], що побачила світ на 10 років пізніше. 

І останнім, на що ми хочемо звернути увагу у цьому підрозділі, 
буде те, що при викладенні змісту наступних підрозділів цього розді-
лу ми будемо використовувати матеріали, опубліковані нами в робо-
тах [46, 47, 49, 50, 51, 57, 58, 59, 61, 92, 94, 95] та в рукописному тексті 
кандидатської дисертації аспірантки І. О. Чернової. 
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1.2 Умови еквівалентування неперервних лінійних  
детермінованих динамічних об’єктів  

в класі мінімально-фазових з порядком, не вищим третього 
І почнемо викладення матеріалу зі звернення уваги на те, що дифе-

ренціальним рівнянням (1.4) описується процес аперіодичного нарос-
тання струму в котушці індуктивності після її підключення до джерела 
напруги постійного струму, а диференціальним рівнянням (1.3) опису-
ється процес коливального наростання струму у послідовному з’єднан-
ні котушки індуктивності та ємності після підключення цього послідо-
вного з’єднання до джерела напруги постійного струму [3].  

А далі нагадаємо про те, що, як відомо з теорії автоматичного ке-
рування [30, 39, 46, 69], в разі перетворення диференціальних рівнянь 
(1.4), (1.3) за Лапласом і визначення передаточних функцій 

)(),( 21 pWpW  котушки індуктивності та послідовного з’єднання котуш-
ки індуктивності з ємністю як неперервних лінійних детермінованих 
динамічних об’єктів, що здійснюють перетворення напруги ( )tx  пос-
тійного струму у постійний струм )(ty , у вигляді: 

1
1

1
( ) ,

1
KW p

T p
=

+
   (1.5) 

2
2 2 2

2 2
( ) ,

2 1
KW p

T p T pξ
=

+ +
     (1.6) 

де 
1

1 1 2 2
2

, ,
2

aT a T a
a

ξ= = =   (1.7) 

то легко бачити, що полюс 1p  передаточної функції (1.5) є дійсним 
від’ємним числом 

1
1 1

1 1 ,p
T a

= − = −     (1.8) 

а полюсами 32 , pp  передаточної функції (1.6) є або пара комплексно-
спряжених чисел: 

22
2 11

2 2 2
2 2 22 2

41 ,
2 2

a aap j
T a aT T
ξ ξ −

= − + − = − +        (1.9) 

18 

Замовити цю книгу   https://press.vntu.edu.ua/index.php/vntu/catalog/book/640 
Видавництво Вінницького національного технічного університету

https://press.vntu.edu.ua/index.php/vntu/catalog



22
2 11

3 2 2
2 2 22 2

41 ,
2 2

a aap j
T a aT T
ξ ξ −

= − − − = − −  

з від’ємними дійсними частинами, якщо 

2
2 10 1; 4a aξ< < > ,   (1.10) 

або пара дійсних від’ємних чисел: 

22
2 11

2 2 2
2 2 22 2

41 ,
2 2

a aap
T a aT T
ξ ξ∗ − +

= − + − = − −           (1.11) 

якщо 

2
2 11; 4a aξ ≥ ≤ .       (1.12) 

Варто звернути увагу на те, що для умов (1.12) передаточну функ-
цію (1.6) інколи записують у вигляді 

3
3 2

3 4 3 4
( ) ,

( ) 1
KW p

T T p T T p
=

+ + +
  (1.13) 

з полюсами: 
22

2 13 4 3 4 1
2 2 2

3 4 3 4 2 23 4

4( ) 1 ,
2 2 24

a aT T T T ap
T T T T a aT T

∗ − ++ +
= − + − = − +     (1.14) 

22
2 13 4 3 4 1

3 2 2
3 4 3 4 2 23 4

4( ) 1 .
2 2 24

a aT T T T ap
T T T T a aT T

∗ − ++ +
= − − − = − −  

Знову ж таки, як відомо з теорії автоматичного керування [30, 39, 
46, 69], при подачі на вхід об’єкта з передаточною функцією (1.5) 
одиничного сходинкового вхідного сигналу 

1 0,
( ) 1( )

0 0,
при t

x t t
при t

≥
= =  <

  (1.15) 

на його виході матимемо реакцію у вигляді 

11( ) (1 ),
t

Ty t K e
−

= −   (1.16) 
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при подачі цього ж сигналу (1.15) на вхід об’єкта з передаточною функ-
цією (1.6) на його виході матимемо реакцію у вигляді 

)),11sin(
1

11()(
2

2

2

22
2

ξ
ξξ

ξ

ξ
−

+
−

−
−=

−

arctgt
T

eKty
t

T (1.17) 

а при подачі цього ж сигналу (1.15) на вхід об’єкта з передаточною 
функцією (1.13) на його виході матимемо реакцію у вигляді 

))(11()( 43
43

43
3

T
t

T
t

eTeT
TT

Kty
−−

−
−

−= .       (1.18) 

Графіки функцій (1.16), (1.17), (1.18) представлені на рис. 3 (a, b, c) 
у тій же послідовності. 

Рисунок 3 – Графіки можливих реакцій неперервних лінійних  
детермінованих динамічних об’єктів 1-го та 2-го порядків на вхідний сигнал 

у вигляді одиничної сходинки та графіки похідних від цих реакцій 

Із цих графіків ми бачимо, що: 
- в разі наявності у передаточної функції об’єкта лише одного по-

люса у вигляді дійсного від’ємного числа графік реакції )(ty  має апе-
ріодичний характер з більш крутим переднім фронтом (див. рис. 3а) 
порівняно з аналогічним графіком в разі наявності у передаточної фу-
нкції об’єкта двох полюсів у вигляді двох дійсних від’ємних чисел 
(див. рис. 3с, крива 1);  

- в разі наявності у передаточної функції об’єкта двох полюсів у 
вигляді двох комплексно-спряжених чисел графік реакції )(ty  має ко-
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