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1 КРАТНІ ІНТЕГРАЛИ 

1.1 Подвійні інтеграли та їх обчислення 

На площині Oxy  розглянемо деяку замкнену область D , що обмежена 

кривою L . Нехай функція ( , )z f x y  неперервна в області D . Довільними 

лініями розіб'ємо D  на n  елементарних ділянок ,iS  площі яких позначимо 

iS  ( 1, )i n  (рис. 1). Діаметром 
id  ділянки 

iS  називається довжина найбі-

льшої з хорд, що з'єднує граничні точки 
iS . В кожній ділянці 

iS  (всередині 

або на межі – неважливо) оберемо довільну точку ( )i i iP x y  і складемо суму 

добутків виду 

     1 1 1 2 2 2

1

, , ... , ( , )
n

n n n n i i i

i

I f x y S f x y S f x y S f x y S


         . (1) 

Рисунок 1 

Ця сума називається n -ою інтегральною сумою для функції ( , )z f x y  

в області D . Внаслідок довільного розбиття області D  на елементарні діля-

нки Si та випадкового вибору в них точок Pi можна скласти нескінченну кі-

лькість вказаних сум. 

Розглянемо довільну послідовність n -них інтегральних сум, що скла-

дені для функції ( , )z f x y  по області D : 

1
, ,..., ,...

kn n nI I I  (2) 

Теорема .  Якщо функція ( , )z f x y  неперервна в замкненій області ,D

то існує границя послідовності n -их інтегральних сум (2) при прямуванні 

максимального діаметра 
maxid  до 0 і вона єдина, тобто не залежить ні від 

способу розбиття області D  на ділянки Si, ні від вибору точок Pi. 

Ця границя називається подвійним інтегралом  функції ( , )z f x y  по 
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області D . Позначається подвійний інтеграл ( , )
D

f x y dS , при цьому

 ,f x y  називається підінтегральною функцією, а D  – областю інтегру-

вання. Таким чином, за означенням 

max 0
1

( , ) lim ( , )
i

n

i i i
d

iD

f x y dS f x y S




  (3) 

Основні властивості подвійного інтегралу та його геометричний 
та фізичний зміст 

1. D

D

dS S , де 
DS − площа області інтегрування D . 

2. Якщо підінтегральна функція ( , ) ( , )z f x y x y   − поверхнева гус-

тина матеріальної пластини, яка займає область D , то маса цієї пластини 

визначається за формулою  

 ,
D

m x y dS  . (4) 

Це фізичний зміст подвійного інтегралу. 

3. Якщо ( , ) 0f x y   в області D , то подвійний інтеграл (3) чисельно до-

рівнює об’єму V  циліндричного тіла, яке знаходиться над площиною Oxy , 

нижньою основою якого є область D , верхньою − частина поверхні 

( , )z f x y , яка проектується в D , а бічна поверхня − циліндрична, прямо-

лінійні твірні якої паралельні осі Oz і проходять через межу L  області D  

(рис. 2). Якщо ( , ) 0f x y   в області D , то подвійний інтеграл чисельно до-

рівнює об’єму циліндричного тіла, яке знаходиться під площиною Oxy  

(рис. 3), що взятий із знаком «–»  V . Якщо ж функція ( , )f x y  в області D

змінює знак, то подвійний інтеграл чисельно дорівнює різниці об’ємів цилі-

ндричних тіл, які знаходяться над площиною Oxy та під нею, тобто 

1( , )
D

f x y dS V V  (5) 

(рис. 4). Ця властивість визначає геометричний зміст подвійного інтеграла. 
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Рисунок 2 

Рисунок 3 
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Рисунок 4 

4. Якщо функція ( , )iz f x y  ( 1, )i k  неперервні в області D , то

1

( , ) ( , )
k

i

iD

f x y dS f x y dS






  . (6) 

5. Сталий множник C  підінтегральної функції можна винести за знак

подвійного інтеграла: 

( , ) ( , )
D D

Cf x y dS C f x y dS  . (7)

Поєднавши формули (6) та (7) отримаємо властивість лінійності  по-

двійного інтеграла 

1

( , ) ( , )
k

i i i i

iD

C f x y dS C f x y dS






  , (8) 

де 
iC const , 1,i k . 

6. Властивість адитивності.  Якщо область D  розбити на скінченну

кількість областей 
1, ,..., ,kD D D  які не мають спільних внутрішніх точок, то 

інтеграл по області D  дорівнює сумі інтегралів по областям 
kD : 

1

( , ) ( , ) ( , ) ... ( , )

kD D D D

f x y dS f x y dS f x y dS f x y dS       . (9) 

7. Теорема про середнє .  Для неперервної функції ( , )z f x y  в обла-

сті D , площа якої SD, завжди знайдеться хоча б одна точка ( , )cP x y D , 

така що 

Замовити друковану книжку  https://press.vntu.edu.ua/index.php/vntu/catalog/book/687
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( , ) ( , )c c D

D

f x y dS f x y S . (10)

Число ( , )cf x y  називається середнім значенням функції ( , )z f x y  в 

області D . 

8. Якщо в області D  для неперервних функцій ( , )f x y ,
1( , )f x y , 

2 ( , )f x y

виконуються нерівності 
1( , ) ( , ) ( , )f x y f x y f x y  , тоді 

1( , ) ( , ) ( , )
D D D

f x y dS f x y dS f x y dS    . (11) 

9. Теорема про оцінку подвійного інтеграла.  Якщо функція

( , )z f x y const   і неперервна в області D , M  і m  – максимальне та міні-

мальне значення функції в області D  відповідно, то 

( , )D D

D

mS f x y dS MS  . (12)

Обчислення подвійного інтеграла 

Так як границя n -ї інтегральної суми 
nI  не залежить від способу роз-

биття області D  на елементарні області 
iS , то в декартовій системі коорди-

нат область D  зручно розбивати на елементарні області 
iS  прямими, що 

паралельні осям координат. Отримані при такому розбитті елементарні об-

ласті 
iS , які належать області D , є прямокутниками. Отже, dS dxdy , 

тоді 

( , ) ( , )
D

f x y dS f x y dxdy  . (13) 

Область інтегрування D  називається правильною відносно осі Ox  (осі 

Oy ), якщо будь-яка пряма, що паралельна осі Ox  (осі Oy ), перетинає гра-

ницю L  області D  не більше двох раз (рис. 5, а). Область D  вважається 

також правильною, якщо частина її границі або вся границя L  складається 

з відрізків прямих, що паралельні осям координат (рис. 5, б). 

Розглянемо методи обчислення подвійного інтеграла по областям, які є 

правильними в напрямку координатних осей. Так як практично будь-яку об-

ласть можна представити у вигляді об’єднання правильних областей (рис. 5, 

в), тоді згідно властивості 6 подвійних інтегралів, ці методи придатні для 

обчислення подвійних інтегралів по будь-яким областям. 

Замовити друковану книжку  https://press.vntu.edu.ua/index.php/vntu/catalog/book/687
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а) б) 

в) 

Рисунок 5 

Розглянемо правильну відносно Oy  область D , яка проектується на вісь 

Ox  у відрізок  ;a b . AB  – верхня межа області, яка описується рівнянням

 2y x , AC  – нижня межа  1y x  (рис. 6). Тоді 

 
 

 2

1

,

xb

a

dx f x y dy





  (14) 
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